1 El angulo y su medida

1. Expresa en radianes los angulos de 30°, 45°, 60° y 90°. Haz lo mismo para sus suplementarios: los
que difieren con ellos en 180° y los que suman con ellos 360°. Represéntalos sobre los ejes
usando un programa de geometria dindmica.

300=L rad; 45° = z rad; 60° = z rad; 90°=" rad
6 4 3 2

150°= 5—“ rad; 135°= 3—“ rad; 120°= 2—“ rad; 90°= i rad
6 4 3 2

210°=E rad; 225°=5—1r rad; 240°= 4—“ rad; 270°=3—7t rad
6 4 3 2

330°= ﬁ rad; 315°= 7—n rad; 300°= 5—“ rad; 270°= 3—“ rad
6 4 3 2

2. Calcula el angulo que forman las agujas de un reloj a las dos y cuarto. Expresa el resultado en
grados y radianes.

A las dos y cuarto, el dngulo que forman es: 22°30'

3. Deduce formulas para la longitud de arco y para el area del sector circular si la amplitud del
angulo central correspondiente esta expresada: a) En grados sexagesimales; b) En radianes.

tos sxagesimates, L =S 2R _S_ _ nRa
a) En grados sexagesimales: 360° o 360° « 180°
L s 21R s

b) En radianes: —=—=>——=—=>5=Ra
2n o 2t o

Para el area del sector circular operamos de igual forma:
A S aR* S R’
= S=

=——0 =
360° a 360°

a) en grados sexagesimales:

360° o
S wR* S R
b) en radianes: ——=—=>—=—=8=—
2r o 2n  « 2

Trigonometria del triangulo rectangulo

4. El seno de un angulo vale Sena =§ . Calcula el resto de sus razones trigonométricas.

3 5 5 4
tga=—; coseco=—; seca=—; cotgo=—
4 3 4 3
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1
5. Calcula el seno y la tangente de un dngulo g cuyo coseno vale cosp 25.

senp = Zf; th:2\/§

6. Determina las razones trigonométricas del dngulo , cuya tangente es 1gq /3 -

NE

Secza=1+(\/§ )2 = 3:>seca=\/?_> = coso= ?

5
=3

Aplicando una de las relaciones pitagoricas, tenemos:

Por la relacidn entre seno, coseno y tangente: Sena=tgo, coso, =

6 V2

Por ultimo, las inversas son: COSeCo = 7;cotga = 7

7. La cosecante del dngulo , vale 3. Calcula el resto de sus razones trigonométricas.
B

V6

3
seno =——; cosa=——; tga =
V3 3 3 g

&
S|

coseca = \/3 ; Seca= 7; cotga = \/5

8. Si seca =5, calcula el sen Y2 tga.

2.6

tgo=2/6 ; sena="_=

3 Razones de 30°, 45° y 60°

9. Medidas de un cartabdn. Calcula la longitud de los catetos de un cartabdn cuyos angulos

miden 30°, 60° y 90°, y cuya hipotenusa tiene una longitud de 13,8 cm.
El cateto mayor del cartabdn mide 12 cm.

El cateto menor mide 6,9 cm.

10. Calcula la longitud exacta de la apotema de un hexagono regular cuyo lado mide 5 cm. A

perimetro - apotema

partir de dicho valor, calcula el area del hexdgono. (Recuerda que A=

ﬁcm

ap=>5
P 2

2

El drea del hexagono es: % cm?
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4 Resolucion de triangulos rectangulos

11. Sefial de trafico de peligro por fuerte pendiente. Halla el angulo de elevacién de una rampa
en la que aparece una sefal de trafico de peligro por fuerte pendiente del 21 %.

El dngulo:11°51'35"
12. Norma DIN 476. Los tamaios de las hojas de papel tipo DIN 476 presentan una relacion
entre sus dimensiones igual a la raiz cuadrada de 2. Halla el angulo formado entre la diagonal y

el lado mayor de una hoja de papel de tipo DIN A4.

El dngulo que nos piden es: 35°16'

Razones de un angulo cualquiera

13. Sabiendo que g —+/3, Y que ae(n,%), dibuja el angulo a y calcula el resto de sus

razones trigonométricas.

Aplicando las relaciones pitagoricas, y teniendo en cuenta el cuadrante:
2 1
SeC2a=1+tg2a=1+(\/§) =4=seca=—-2=>coso = 3

El seno se calcula con la relacion tipo cociente:

™\ ®

tga= sena =>sena=tga-cosa = ﬁ {— l) = —ﬁ
Cosa

2 2
243 \3

Y las inversas son: COSEC(FT; cotga=?

14. Usa un programa de geometria dindmica para dibujar una circunferencia de radio 1 centrada

n
en el origen. Sobre ella representa el angulo 7-, y mide las coordenadas del punto
12
correspondiente de la circunferencia. A partir de dichos valores calcula las razones
n
trigonométricas de .
12 P(-0,26, 0,97)

sen m =0,97;cos T =-0,26; tg T =-3,73; cotg ™ =-0,27
12 12 12 12

cosec E =1,035; sec 7—“ =-3,86
12 12
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6 Reduccion al primer cuadrante

3n
13’ calcula cos(n—a) sen[?ﬂxj Y cos(—a)-

5 3n
cos(m—o)=—cosa=—-——;sen| —+0 |=—
13 2

. T 5
15. Sabiendo que SEn(E-i- a]—

5
cosa=—-—;cos(—a)=cosa=-—
13

16. Si el angulo a de la actividad anterior pertenece al 42 cuadrante, calcula tg (—n—aj .
3 5
g ——a |=——
2 12

17. Determina todos los angulos del intervalo [0: 277) para los que 4-sen’a =1

T
1
sena=—=> 6

[EEN
R
Il

1
4sen’a =1=>sen’a = Z: sena=+—=

N

6
7_n

senu=—£:> 6
27|, 1

6

tgla=1=>tgo=+1= 4

3n b
19. Calcula en funcion de las razones de ,:Sen (?—a +cos(7t+u) —sen| —+o

Por las relaciones de reduccién al primer cuadrante, sabemos que:

3n o
sen ~ | =cos; cos (mta) =—cosa; sen 5 +a |=cosa

3n b
Por tanto, Sen 5 e +cos(m+a) — sen > +a |=—cosa+(—cosa) — cosa = —3cosa
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20. La ecuacién de un movimiento armdnico simple viene dada por x =3cos(t) - Determina el
valor de la posicidén en los instantes: t=0,5s, t=0,75s, t=1sy t=1,25s.

t 0,5 0,75 1

1,25
x = 3c0s (nt) 3cos(gj =0 Scos[%nj ~-2,12 3cos () — —3 3cos(SI] ~-212

1
2
21. Determina los dngulos de la primera vuelta para los que COS"0.=—

[N
f
|

2 1 3
Ccos a=Z:>cosa=i—:>

N

7 Suma y diferencia de angulos

22. Calcular las razones trigonométricas de 105° expresandolo como suma de 60° + 45° y como
resta de 150° — 45°. Comprueba que obtienes el mismo resultado.

sen105° = sen (60° + 45°) = sen60°c0s45°+c0s60°sen45° = B2 + 132 = JB+42

2 2 22 4
105°=60° + 45°=>< c0s105° = c0s ( 60° + 45°) = c0560°c045° — sen60°sen4’5° = L \/25 - \/25 \/25 = 2 ; 8

tg60°+1ga5° 3 +1
10105° =19 60"+ 45°) = 12960°-tgg45° ) 1{ N

sen105° =sen (150° — 45°) = sen150°c0s45° — 0s150°sen45° = L f - _f \/25 = \EZ 6
€0s105° = 05 (150° — 45°) = c0s150°c0s45° +sen150°sen45° = EN i1 V2 26

222 a
—3

o tqa5 1 5
tg105° = tg (150° — 45°) = 9O ~104" _ 3~ _ 33

= = =—2-3
1+tg150°-tg45° . (_JéJl 3-43 VB
+ .

105°=150°-45°=
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13=n

23. Calcula las razones trigonométricas exactas de E , expresando el angulo como suma de
n w
4 3
_ _J6 — 13=n
senls_n:M ; COSB_EZM; tg—=2—\/§
12 4 12 4 12

24. Calcular la expresion sen (x-+h)—sen x €N funcién de las razones trigonométricas de xy h

sen (x+h) —sen x=senx: cos h+ cos x-senh —senx= cos x-senh —senx:(1— cosh)

b3 b
25. Calcula A=sen (a+zj+ sen(a —Zj en funcion de las razones de , y determina el valor de
« para el que A=/2.

T
Para que el valor de A sea \/E' seno =1= (1=§+27Tk-

26. Halla una expresién equivalente para cada una de las siguientes expresiones:
a)cos(x+y)+cos(x—y) b) sen(x +y)+sen(x—y)

c) sen(x +y)-sen(x—y) d) cos(x+y)-cos(x—y)

a) cos (X+y)+cos(x —y) =2-cosx-cosy
b) sen (X+Yy)-+sen (X —y) = 2:senx-cosy
c) sen(x+Yy)-sen(Xx —y) = (senx -+seny ){senx —seny)

d) cos(Xx+Y)- cos(x —y)= (cosx-+seny)cosx—seny)

Angulos doble y mitad

1 T
27.Si tgaz—z con ae(?n) determina las razones sen2«, cos2a y tg2« -

sen2a. = _—4; cos2a. = § ; tg2a = _—4
5 5 3

28. Determina las razones de 75° utilizando las férmulas del angulo mitad. Compara los
resultados con los obtenidos en la Actividad resuelta 2 del epigrafe anterior.

Aplicando las relaciones para las razones del dngulo mitad, tenemos:

sen’75° = —M

2

Parece que el resultado esta lejos del obtenido en la actividad resuelta 2,

V6++2

sen75°=———
4
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Sin embargo, podemos demostrar que los dos valores obtenidos son iguales:

\/6+\/§= (\/§+\/§)22\/6+2\/§x/§+2=\/8+4\/§=\/m=2m=m
4 4 4 4 2 2 >
cos75°=+\/@= 1+_\2/§= 2-3_\2-\3_\6-2

2 4 2 4
Por ultimo, la tangente:

1g75° = ,1— €os150° _
1+ cos150°

-]

B

9 Férmulas de factorizacion

29. Calcula estas expresiones utilizando las transformaciones de sumas en productos o de

productos en sumas:
a) sen75° + sen15° b) 4-sen45°.cos15°

NG

a) sen75°+senl5° = E)
b)4sen45°.cos15° = /3 +1

seno + senf

30. Simplifica, utilizando las férmulas de factorizacién, la expresion —— — hasta llegar
cosa + cosf

a una razon de un solo angulo.

2.5en 1P o5 ¢ =P
sena. + senP _ 2 2 . otp
cosa+cosB 5 e o+f cos® -B 2

2

10 Identidades trigonométricas

31. Demuestra la identidad sen a-sen(b—c)+senb-sen(c—a)+senc-sen(a—b)=0-

sena-sen(b—c)+senb-sen(c—a)+sencsen(a—b)=
=sena-(senb-cosc —cosb-senc)+senb-(senc-cosa—cosc-sena)+senc-(sena-cosb —cosa-senb) =

=sena-senb - cosc —sena - cosb - senc + cosa - senb - senc —sena - senb - cosc + sena - cosh - senc — cosa - senb - senc

Observa que hay seis productos, tres con signo + y tres con signo —, que se anulan dos a dos. Por
tanto, el resultado es 0, como se pretendia demostrar.
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32. Usando las formulas de factorizacion, demuestra la identidad siguiente.
cos(2x)—cos(4x)

sen (3x) = 2senx
_osen 2X + 4x_Sen 2X—4x
cos(2x) —cos(4x) _ 2 2 _T2sensxsen (=) =—2{-senx) = 2senx (g.ed.)
sen(3x) sen3x sen3x

a
33. Demostrar la identidad {0 B =coseca —Cotga .

o [l—cosa (1—cosa)’ (1-cosa)”  [(1-cosa)’ 1-cosa
tg—== = = = = = coseca — cotga (g.e.d.)
2 N1+cosa |/ (1+cosa)(1—cosa) 1—cos’a sen’a sena.

o 1-cosa
34. Demuestra que g—=
2 sena

Ver actividad anterior.

T o
35. Calcula sen (E+ X} +sen (g— Xj , de dos formas distintas. Para ello aplica las férmulas para

la suma vy la resta de angulos y utiliza las férmulas de factorizacion.

Aplicando las férmulas de la suma de dngulos:
T T b T V4 T V4
sen (E + XJ +Sen [g - Xj =Ssen E - COSX + COSE -Senx +sen E +COSX — COSE -Senx = 2:sen E - COSX = COSX

Aplicando las férmulas de factorizacidn:

x x Tox+ ™ x Tex—"4x n
sen| —+ X [+sen| ——X =2-sen6 6 -0056 6 =2-5en —- COSX = COSX
6 6 2 2 6

36. A partir de la férmula del coseno del angulo doble se deducen las expresiones:
1-cos(2x 1+ cos(2x
2y - 17005(2%) yCOSZX=—( )

SenxX=
) ,. 1-cos(4x)
Haciendo uso de estas férmulas, demuestra la identidad: Sen“X-C0S“X =T
, 1_1+ cos(4x)
SenzX_Coszx=1—cos(2x)_1+cos(2x)=1—cos (2x)= 2 _ 2—1—cos(4x)=1—cos(4x)
2 2 4 4 8 8
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11 Ecuaciones trigonomeétricas

37. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2cosx+/3=0: b) 2senx —</2 =0

a)2cosx+J§=0:cosx=_T:>

2

J3 3

d) 2sen®x —senx —1=0

Esta es una ecuacion de segundo grado cuya incognita es senx. Aplicando la férmula de la

ecuacién de 22 grado:

J3  [x=150°+360°
X =210° + 360°k

x =45° 4+ 360°k
b)ZSenx—\/E=0:>senx=£: - k
x =135°+360°k

1 3 [ x=30°+360%
Btgx —1=0=> tgx = — = >
) Vatgx ~1=0=> tox :{x=210°+360°k

En este caso se puede escribir el conjunto de soluciones como: x=30°+180°k,k € Z

) Jatgx—1—0 d) 2sen®’x—senx—1=0

eZ

e”Z

keZ

senx =1= x =90° + 360°k

senx=———— =
4

1+4/1+8 143
4

SsenX = —=

38. Resuelve las siguientes ecuaciones:

2
a) sen’x+senx =0 b) Sen(3x—%j:—£

2
o) (3tg’x-1)-(tg’x-3)=0
x =180°k

a) sen’x+senx=0=
X = 270° + 360°k

b) Sen -2 |= 36 3 keZ
3 25t 2m
X=——+—
36 3
x =30°+60°k

c) c0s3x{2cosx —1)=0=>1 [ x=60°+360°% k e Z
x =300° + 360°k

X =150°+180°k
X =60°+180°k
x=120°+180°k

{ X =30° +180°k

d) (3tgzx—1)(tgzx—3) =0=
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39. Resuelve las siguientes ecuaciones:

1
a) tgx=cotg x b) Sen X+Esen(2x)=0 c) 2c0s 2x+3sen x=1 d)cos2x =2cosx—1

X =45°+180°k

a)tgx= cotg x
)tgx= cotg :{x:135°+180°k

X =180°k

b) sen x+lsen(2x)=0:>
2 x =180° + 360°k

x=90°+360°k

C) 2c0S2X+3sen x=1— X= 19402839 + 360°k k el
X =345°3121 +360°k

cosx = 0= x=90°+180°k
d)cos2x =2cosx—1= - kez

cosx =1=>x=0°+360°

40. En los siguientes sistemas de ecuaciones, obtener las soluciones correspondientes a angulos de
la primera vuelta medidos en grados sexagesimales:

sen’x+y=1 b) senx+seny =1
cos’x+y=15 X+ y =60°

a) Hay cuatro soluciones: 30°,§ , 150°,§ , 210°,§ , 330°,§ .
4 4 4 4

b) Obtenemos: 2X=60°% x=30°=y=30°

12 Resolucion de triangulos I

41. Resuelve el tridngulo ABC en estos dos casos que se presentan a continuacion:
a) Se conocen los angulos A =30°y B =45°, ademas del lado a = 15.
b) Se conocen los angulos A = 105° y B = 30°, ademas del lado ¢ = 125.

a)C=105° b~2121; c~28,98

b) C=45°; a~170,75; b~88,39
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42. Resuelve el triangulo ABC, conocidos sus lados a =20, b = 10 y su dngulo A = 45°. ¢{Cudantas
soluciones tiene este problema?

B=20°42"; C=114°18"; c¢=25,78

7 verarrass

43. Angulo de elevacién de una montafia. Un arbol de 10 m de altura proyecta una sombra de
17 m hacia abajo sobre la ladera de la montafia en la que se encuentra cuando el angulo de
elevacion del sol sobre la horizontal es de 42°. Determina el angulo de elevacién de la ladera de
la montafia.

El dngulo de elevacidén de la ladera es 42° — 26° = 16°.

44, Cuando los datos conocidos de un tridngulo son dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos,
puede ocurrir que el problema no tenga solucion o que tenga una o dos soluciones validas.
Analiza qué condiciones deben darse para que ocurra cada una de estas posibilidades.

Supongamos que los datos del tridngulo son el dngulo A y los lados a y b. Del teorema del seno
despejamos el senB:

a b b-senA
——=——=senB=

senA  senB

e Si b-senA>a, lafraccidn resulta mayor que 1, lo que no es posible para senB : el
problema no tiene solucién, ya que la longitud de , es demasiado pequefia para los
valoresde Ay b.

e Sib-senA=a, lafraccién resulta igual a 1, por lo que el angulo B sélo puede ser 90°.
El problema tiene una Unica solucién, que ademas es un triangulo rectangulo.

. B =« e | cuadrante
e Sib-senA<a, entonces senB=b senA 1 { <

B =180 -« € llcuadrante

o Si <A, loque ocurre si b<a, sélo vale la solucién del primer cuadrante, y el
problema admite una Unica solucidn.

o Si a> A, lo que ocurre si b>a, valen los dos dngulos y el problema tiene dos
soluciones.

13 Resoluciéon de triangulos 11

45. Resuelve el triangulo ABC, del que se conocen los lados a =30, b =80y el angulo C = 150°.

c~107,04; B=21°57" A=8°3'

46. Halla los angulos del triangulo ABC conocidos sus lados:
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ag)a=12cm,b=16cmyc=22cm.
b)a=8cm,b=19cmyc=14cm.

a) A=32°9'26"; B=45°12'26"; C =102°38'8".
b)A=22°4'31"; B=116°48'4"; C=41°7'25".
47. Distancia entre cumbres. Un topdgrafo situado en un llano observa los dos picos de una
cordillera de modo que las visuales forman entre si un angulo de 60°18'". Si las distancias desde
el punto de observacion a los picos son de 1,3 km y 980 m respectivamente, calcula la distancia

entre los dos picos.

La distancia entre los dos picos es 1178,12m

48. Dos de los lados de una parcela de forma triangular miden 42 y 56 m. Si el 4dngulo
comprendido por dichos lados mide 53°, halla la longitud del tercer lado y el area del tridngulo.

c~455m. Elarea del triangulo vale: 939,2m’

49, Resuelve la actividad propuesta al comienzo de este epigrafe aplicando el teorema de las
tangentes.

0,924 millas

50. Los lados de un paralelogramo miden 4 y 7 cm respectivamente, y una de sus diagonales
mide 5 cm. Calcula los angulos del paralelogramo y la longitud de la otra diagonal.

a=44°25"; p=135°35"'; d =10,25cm.
51. (Qué se obtiene al aplicar el teorema del coseno a un tridngulo rectangulo?

Se obtiene el teorema de Pitdgoras: Si el tridangulo es rectdngulo, recto en A, cosA=0,
y entonces:

a’=h*+c’-2-b-c-cosA=b’ +¢* —0=a’ =h* +¢?
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> ACTIVIDADES

Angulos. Razones trigonométricas. Segmentos goniométricos

4n

7
0.0

52. El dngulo , mide 225°y B mide E rad. Calcula, en grados y en radianes, o+ 3, o — 23,
3a—£ .
2
ot f="2 3600, o f= g1 302 =TT gy
20 20 2
-3

53. El seno de un angulo del cuarto cuadrante vale I Determina todos los posibles valores

del angulo y calcula las demas razones.

4
a < |V cuad.

9 7 ﬁ sena 4 —3ﬁ
cosa =+/1-sen’a ’ 16 \/; 4 ga cosa 7 7
4 a1 —~7

Las inversas son: COSeCa = ?; seca =——; cotga = T

3
SN == 1, 4 =360°—arcsen [§j +360°k = 360°— 48°3525' +360°k = 311°2435 +360°k

54. Dibuja el dngulo del segundo cuadrante cuya tangente vale -2. A continuacion mide sus
otros segmentos goniométricos y comprueba las medidas, mediante calculos.

P(—0,45, 0,80) \—~—" |
’ 0%

e
55. Demuestra que para todo & # Ek se verifica tg a +cotg a =sec « -cosec a

=seca - cosecar (q.e.d.)

sena  COSa  Sen’a +cos’a 1 1
tga +cotga = + = = =
COS Sena  COSa-Sena  COS@-Sena  COS« Sena

Mc
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56. Dibuja y calcula todos los angulos de la primera vuelta que verifican la ecuacién
sec’a —5sec ¢ +6=0.

. 1 . 1
Angulos cuyo coseno es 3 Angulos cuyo coseno es 3

57. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 3 y uno de los catetos mide 2. Calcula las
razones del menor dngulo agudo del triangulo, y determina su area.

Sus razones son: senB = E; cosB = ﬁ tgB =

25

5
El 4rea del tridngulo es: A= «/g

< Reduccion al primer cuadrante

4
58. Sabiendo que sen a=g ya e(%,n} calcula la expresion:

cos(m—a)+2sen (% + a] +sen (—a)- 2005(377t —aj .

- 3 3 4 1
— — — — - -t —=—
cos(m a)+256n(2+aJ+sen( a) 2005( 5 a) A

59. Halla todos los posibles valores de a en los siguientes casos:
a) tg?a =3 b)sec® a+cosec® a=4
a =60°+180°k
) =
a =120°+180°k

b) sec® a +cosec® o =4= o =45°+90°k
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60. Calcula estas razones trigonométricas sin usar la calculadora. Mds tarde puedes comprobar tus
resultados con ella.

Sens—n'COS7—n'tg3—n
a) 3 ) 6 ) 4

a) sen > —sen| 27—~ =—sen£=—£
3 3 3 2
cos® = cos| m+ X =—cos£=_£
6 6 6 2
3n b b1
gl =tg|n-= |=—tg T =-1
9%, g( 4j £

b) c0s 225° = c0s (180° + 45°) = —€0545° = — 22
otg330° = cotg (360° - 30°) = ~cotg30° = —3
2.3

c0sec120° = cosec(180° —60°) = cosec60° =

b) cos225°; cotg330°; cosec120°

61. Calcula las razones trigonométricas de un angulo cuya medida en grados es 10 o 10'°

radianes.

e En el caso de 10% grados, se trata de hacer la divisién entera entre 360°. El cociente resulta

27777777, y el resto 280°. Por tanto

sen 10" =sen280° = ~0,9848;
coS (101°°) = 005280° =0,17365
tg(10°) =tg280°=5,6713

e En el caso de 10 radianes, sus razones son:

sen(10° ) =sen (5, 774247) =-0,487,

cos(10° ) =cos(5, 774247) =0,873

tg(10°) = tg(5, 774247) = 0,558,
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< Identidades trigonométricas. Formulas de adiciéon

a=Db-cosC +c-cosB
62. Demuestra que en todo tridngulo ABC se verifica que {b=a-cosC +c-CosA . Distingue los
c=a-cosB+Db-cosA

casos en los que el triangulo es acutangulo, rectangulo u obtusangulo.

Si el triangulo es acutangulo: Si el triangulo es rectangulo: Si el triangulo es obtusangulo:
A A
1 A
(& \
e c
b : \ .
h b=h 0 A -
n o S
/ m n | e =4
C* B “ a " m C a B
¢ a=m+n=hbcosC +c-cosB=0+c:cosB

a=n-—m=c cosll - b cosa

a=m+n=b-cosC+c-cosB m = b cosC = b-cos90° = 0 cosa = cos(180° — C') = —cosC

}=u=h-rusC+r-msB

Para los otros dos lados, las demostraciones son analogas.

b
63. Demuestra que para todo angulo & # E K se verifica sec?«+ cosec?ar — sec’r - cosecar

1 sen’a+cos’a 1
st = 2 2 - 2 2
COS"ax Sen"a COS'a-Sen“a  COS"«-Sen“o

sec’a + coseC’q = =sec’q - cosec’a

64. Demuestra que para todo dngulo a se verifica |Sen05 +C0$a| =v1+sen2a

JL+sen2a =+/sen’a + cos’a + 2-sena - cosa = (sena + cosoz)2 =[sena +cosa]

65. Transforma en sumas o restas los siguientes productos:

a) sen5x-cos3x b)) cos2x-cosdx c) sen3x - senx

a) Sen5x-Cos3X = %[sen (5x-+3x) +sen (5x-3x) | = %(senSx +5en2x)

b) cOS2X-COS4X = %[cos(Zx +4x)+cos(2x - 4x) | = %(cos6x +c0s(-2x)) = %(cosﬁx +0052x)

c) sen3x-senx = —%[cos(3x +X)=cos(3x-x) | = %[—cos4x +0052x] = %(cost ~ cosdx)
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b
66. Demuestra que para todo angulo & # E K se verifica:

1

sen’a +cos’a 9

+1-2

sen‘q —cos’a _ sec’a —2

sena - Cosa tga

sen’a —cos’a

Secza -2 _ cosza B cosza _ cosza _ sen 20{ - COSZa
tga sena sena sena sena sena - CoSox
Cosox Cosx Cosx Cosox

67. Aplica las férmulas de adicidn para obtener las siguientes expresiones de reduccidn al primer

cuadrante:

5
a) sen ?+a =—C0Sa

b) cos(%I - aJ =-sena

w

T

a) sen (7

3n 3n
+a =sen7-cosa +cos?-sena =-1-cosa +0-sena = —Cosa

b) COS(?T[ - aj = COS?,?7t -COS0L + sen%-sena =0-cosa +(-1)-sena = —sena

sena 1 1
68. Demuestra que para todo a # nk se cumple que: : + =Ccoseca
2 1-cosa 1+cosa
sena 1 1 sena 1+cosa+1-cosa Sena 2
. + = . = ——= =Coseca
2 1-cosa 1+cosa 2 2 sen‘a sena

69. Transforma en producto las siguientes sumas y restas:

a) sen3x+senx

b) cos3x—cosbx =-2-sen

T
C) Sen X + COSX = Senx +sen (E— Xj =2-sen

b) cos3x —cos5x

3X+X 3X-x
a) sen3x+senx=2-senT~cos—

3X +5x 3X-5x
-sen

T
X+ —X

) senx + cosx (utiliza el complementario)

2-5en2x - cosx

—2-sendx-sen (—x) =2-sendx-senx

T
X—=+X

.cos—2
2

70. Demuestra que dados tres dngulos cualesquiera ¢, gy y, se verifica:

cosa-sen(B—y)+cosB-sen(y —a)+cosysen(a—F)=0

cosc -sen(fB—y)+cosfB-sen(y —a)+cosy-sen(a—B)=

= cosa(senfB-cosy —cosfBseny )+ cosfB(seny - cos a —cosysena ) + cosy(senc - cosf —cosa -senf) =

= 00S-SeRACOSy — C0Se-CASA-SENy + C0Se-6OSA-SENy — SeNg-CasA-COSy + Senq-£esTosy — Cosa.
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71. Demuestra que, dados dos dngulos no suplementarios, « y 43, se cumple:

sena +senp =tg(a+ﬂJ

COScx + COSf3 2

J a+p
sena + senﬂ Z-sen cos” Sen 2 _1g a+p
cosa + cos,B 7. cos 2P /3 ﬁ 2

tgB +1tgC
tgB-tgC -1

72. Si el triangulo ABC no es rectangulo, demuestra que: tgA=

El dngulo A es el suplementario de B+C, de modo que:

tgB+tgC  tgB+1tgC
1-tgB-tgC tgB-tgC -1

tgA=tg(180°~(B +C))=-tg(B+C)=—

73. Obtén una expresion para las razones trigonométricas de la suma de tres angulos.

® sen(a+ fB+y)=sen(a+ B)-cosy+cos(a+ ) -seny =

=(senc -cosp +cosa -senpB) - cosy +(Cosc - CosB —senc -senf) -seny =
=Sena - Cosf - CoSy + COScx - Senf - CoSy + COScx - COS -seny —sena -senf -seny

® cos(a+pB+y)=cos(a+ ) -cosy —sen(a+ B)-seny =

= (cosa -cosf —senc - senﬂ) -COSy — (sena - COSf + Coscx - senﬂ) -seny =
=COS - COSL3-COSy —Sena -Senf3 - Cosy —Senq - CoS3 -seny —CoS« -senf -seny

tga +tgps +t tga +tgp +tgy
° tg(a+ﬂ)+t97 1-tga-tgps 9r l-tgo-tgp tga +tgp +tgy
tg(Ohhﬁ”)zl—t( tgy ,_ t9artgf  ~ 1-tga-tgf-tgatyy —19A19y 1-tga-tgf—tga-tgy —tgh-t
g(a+p)t9r q_ tgy ga-19f —tga -9y —tgp - tgy
1-tga-tgps l1-tga-tgfs

b
74. Demuestra que para todo angulo a se verifica: sena +C0Sa = \/E-sen (Z+ aj

a+E+a a—E—a
T 2 2 T -7
sena +CoSa =Sena +sen| —+a |=2-sen - C0S =2-sen| —+a |-CcOS| — |=
2 2 2 4 4

2 -sen(ﬁﬂxj
4

n CoSa +sena T
75. Demuestra que para todo angulo & ¢Z+’Tk se verifica; ———— =1 ( j

COSa —Sena

T T T T
sen| —+a |+Sena  2-sen| —+a |-COS— Sen| —+a
cosa +sena (2 j ~ (4 j 4 (4 ] tg(ﬁ+a}

- T i T I
COSa —sena sen(2+aj—sena 2-COS[4+0{)-SBH4 COS(4+0{)
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< Ecuaciones y sistemas trigonométricos

76. Resuelve Vxell las siguientes ecuaciones:

n n
a) 2cos(3x)+1=0 D) tg?(2x)=3  ¢©) sen[x+§)=cosg

X =40°+120°
a) 2cos(3x)+1=0=

X =80°+120°k
X =30°+90°k

b) tg?(2x) =
) 16°(2x) 3:>{x=60°+900k

X =27k
C)sen[x+£]=cos£=£:> T keZ
3 6 2 x=§+2nk

X = 60° + 720°k
d) cosx—sen g —0= {|x=300°+720°
x =540° + 720°k

77. Resuelve la ecuacion sen (2x) =senx -

X =mk
T
sen(2x)=sen x = X=§+2nk
X=5—n+2nk
3

78. Resuelve la ecuacion cos (2x) =1+senx -

X =1k

x—77t 27k
cos(2x) =1+sen x= 5 "

x=&+2nk
6

79. Resuelve la ecuacidn gen (3%)+sen (2x) =senx -

X =300° + 360°k
x =180° +360°k

{ X =60° +360°k
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80. Halla todas las soluciones del intervalo (0,2m) para la ecuacién bicuadrada 8sen* x—10sen? x+3=0 .

sen’x = 3
4 2 _ 4
8sen” x—10sen” x+3=0= X
sen’x==
2
x=" | x="
Senx = —33 3 : senx = —2:> 4
2 2n . 2 3n
X=— I X=—
2 3 ! , 1 4
sen'x=-= ! sen’x ===
x4 | 2 ="
senx=—£: 3 E senx=—£: 4
5n | n
X=— 1 X=—
3 ! 4

senx+cosy=1
81. Resuelve el sistema de ecuaciones trigonométricas:

x+y—£
2
T
senx+cosy =1 X==
T = 6
6
T M = T T
X=—=yY=——-—=—=|—-,=
2 6 3 (6 3)
5n T 5Sn T St mw
X=— = —— —_ = —,——
6 2 6 3 [6 BJ

3
SsenX+seny= E
82. Resuelve en el intervalo (0°, 360°) el sistema de ecuaciones:

w

COSX+COSYy=——

[\

Las soluciones son:
X=90°y=30° x=390°%y=-270° x=390°%y=90° x=450°y=30°

Todas ellas corresponden a una de estas dos posibilidades: x=90°y=30° 6 x=30°y=90°.
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83. Resuelve en el intervalo (0°, 360°) el sistema de ecuaciones:

X = 60°
y =30°

x =120°
y =—30°

< Resolucion de triangulos

Sen x-cosy =

3
4
1
4

cosx-seny =

84. Resuelve grafica y analiticamente los siguientes triangulos ABC:

a)a=7,2m,B=72°, C=54°(caso 1).
b)a=3,5m,b=5m, C=15°(caso 2.1).
c)a=6m,b=8m, A=22°30" (caso 2.2).
d)a=6m,b=8m, A=48"35" 25" (caso 2.2).

a) A=54 {

b=8,46m
c=7,2m

b) ¢=1,86m; A=29°13"; B=135%47"

e)a=6m,b=8m, A=53°(caso 2.2).
fla=8m,b=6m, A=60°(caso 2.2).
g)a=12cm,b=15cm, c =18 cm (caso 3).

c) En este caso son validas las dos soluciones, dando lugar a dos tridngulos diferentes:

ridngulo | 26| b=8m o= 125
. A~ | B-30a0'as” | C=180°-(22°30 +30°4048 )=126°49'12"
6-sen (8°10'48 ")
Trisngulo a=6m b=8m =W=2,23m
‘ A=22°30' | B=149°19'12" | C =180°—(22°30' +149°19'12')=8°10‘48“

d) B=90°; b=8m; a=6m; c=5,29m; C=41°24'35".

e)

No hay tridngulo con esos datos.

f)

B=40°30"19"; C =79°29'41" ; ¢=9,08m

g)

A=41°24'35"; B=55°46"16"; C=82°49'9"
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85. Utilizando la expresion que te parezca mas adecuada, calcula el area de cada uno de los
tridngulos del ejercicio 84.

a) A=24,64m’

b) A=2,265m’
c) En este caso hay dos soluciones, por tanto, dos areas diferentes:

A=19,21m°
A=4,41m?

d) A=15,87m’

e) No hay tridngulo
f) A=236m?

g) A=89,29m?

86. Un triangulo ABC tiene los angulos A = 75°y B=60°, y el radio de su circunferencia
circunscrita vale R = 15 cm. Calcula la longitud de sus lados y su area.

a=~29cm
b~26cm
c~21,21lcm

El 4rea del tridngulo vale: AL 266,178 cm’

87. Determina el radio de la circunferencia circunscrita a un pentagono regular en funcién del lado
del pentdgono. Para ello calcula el valor del cos 72° sin utilizar la calculadora.

3 ¢ 1+J§
R=I- ’2¢_1_I- ’ N

89. Los radios de dos circunferencias secantes valen 6 y 8 cm respectivamente. El angulo que
forman entre si sus dos tangentes comunes mide 30°. Calcula la distancia entre los centros de las
dos circunferencias.

2(J€+ﬁ)cm
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90. Las medidas en centimetros de los lados de un tridngulo vienen expresadas por tres nimeros
enteros consecutivos. Sabemos que el valor del angulo mayor es el doble del angulo menor. Calcula
los lados del triangulo, sus dngulos, su area y las longitudes de los radios de sus circunferencias
inscrita y circunscrita.

Los lados del triangulo son 4,5y 6.

Los angulos valen: &= 41°2435: 20 =82°499": 180 — 3¢ =55°46'16"
157

El 4rea del tridngulo vale: A= 2

Los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita:

A Vil

2 7

91. Las bases de un trapecio miden 10 y 6 cm respectivamente. Los angulos que forma la base
mayor con los lados del trapecio miden 80° y 58°. Calcula la altura del trapecio, la longitud de sus
lados oblicuos y su area.

6
h=5cm
l, =5,07cm
h h
[,=589cm
80° 5

2

A=40cm z 0 e

92. Resuelve el tridngulo ABC conociendo las longitudes de sus tres alturas:
h,=6cm; h, =4,8cm y h, =4,5cm

Pista: los lados del tridngulo son inversamente proporcionales a sus alturas. Calcula los angulos

de un tridngulo cualquiera que cumpla esa condicién vy, a partir de dichos angulos, que son los
mismos para todos los tridngulos semejantes, obtén los lados del triangulo pedido.

Supongamos un tridngulo cualquiera que verifique la relacién anterior, por ejemplo, el que tiene

a=3
4rea=9. Entonces: 1b=3,75
c=4

Los angulos de este triangulo son:

A=45°2420
B =62°5317
C=71°4223

Como el triangulo resulta acutangulo:
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Los lados del tridngulo son a=5,06cm; b=6,32cm; c=6,74cm.

93. El perimetro de un tridngulo ABC mide 2p = 18 cm, y dos de sus angulos son A =57°y B = 70°. Calcula los lados del
triangulo y su area.

a=5_86; b=6,56; c=5,58

94. Del tridngulo ABC conocemos los lados a =6,9 cmy b = 8,4 cm y el radio de la circunferencia circunscrita, R =6 cm.
Calcula los angulos, el tercer lado c y el area del triangulo.

a=6,9 b=84 c=2R-senC =118 a-b-c 69-84.118
Tridngulo 1 A 356" B 4% C —100°28" A= o : é4 —=28,5

a=6,9 b=84 c=2R-senC =1,95 a-b-c 6,9-84-195
Tranedlo 2 A gge B —135°34' C —9°20" = s g

95. Tres lados de un cuadrilatero ABCD miden AB =3 cm, AD=5cmy BC=5 cm. Las diagonales
del cuadrilatero miden AC=7 cmy BD = 6 cm. Calcula la longitud del cuarto lado del cuadrilatero
y la medida de los cuatro angulos.

A+B+C + D =93°49 +120°+66°27 + 79°44 =360°

96. Calcula el area del espacio que hay entre tres circulos tangentes exteriores dos a dos, de
radios 2,3y 4 cm.

Area=127cm’

< Aplicaciones

97. Descomposicion de una fuerza. Una fuerza viene representada por un vector de 15
unidades de longitud que forman un angulo de 53° con el eje X. Calcula sus proyecciones
sobre los ejes de coordenadas.

Las proyecciones valen 9,03 y 11,98 respectivamente.

98. Giro alrededor del origen. El punto P tiene como coordenadas (2,3). Determina las coordenadas del punto P’, que se
obtiene al girar el punto P alrededor del origen un angulo de: a) 90° y b) 45°.

a) El punto P’ tiene coordenadas (-3,2).

2 52 J

b) El punto P’ tiene coordenadas [T,T
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99. Altura de una antena. Desde un punto situado a 20 m del pie de una antena se observa el punto
mas alto de esta con un angulo de elevacion de 35°, con el teodolito situado en un tripode de 1,6
m de altura. Calcula la altura de la antena.

h=15,6m

100. Longitud de una sombra. Si a primeros de agosto en la peninsula ibérica el sol se eleva sobre
el horizonte a razén de 15° cada hora y amanece a las siete de la mafiana, calcula la sombra que
proyectara un arbol de 15 m de altura sobre un terreno horizontal a las once de la mafana.

8,66 m

101. Distancia de un barco a la costa. Un barco que navega préximo a la costa se observa desde el
punto mas alto de un faro bajo un dngulo de 1 rad. Si el faro se encuentra a 50 m sobre el nivel del
mar, éa qué distancia de la costa se encuentra el barco?

77,87m

102. Altura de un globo. Desde un globo se observan dos puntos Ay B sobre el terreno que se encuentran al
sur y al este del mismo. Los angulos de depresién de dichos puntos desde el globo son 45° y 60°,
respectivamente. Si sabemos que la distancia entre los puntos Ay B es de 4 km, éa qué altura se encuentra el

globo?

h=2 km

103. Altura de una torre. La torre de un castillo se encuentra protegida por un foso, de modo que
no se puede acceder hasta su pie. Medido con el teodolito desde el borde del foso, el angulo de
elevacion del punto mas alto de la torre vale 53°, y el dngulo de depresion del punto mas bajo de
la torre, 18°. Nos alejamos 20 m del borde del foso y volvemos a medir el angulo de elevacion de
la torre, que ahora vale 37°. Calcula la anchura del foso y la altura de la torre teniendo en cuenta
que el teodolito se encuentra en un tripode de 1,5 m de altura.

Los resultados son x=26,28m; h=34,87 m; h' =8,54m; H =43,41'm

104. Distancia entre dos puntos no accesibles. Desde dos puntos A y B que distan entre si 55 my
se encuentran en la misma orilla de un rio se observan otros dos puntos P y Q situados en la orilla
opuesta. Se han medido los angulos ABP= 28°, ABQ= 98°, BAQ = 30° y BAP = 105°. Calcula la
distancia PQ.

X=69m
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105. Calculo del desnivel. A una distancia de 90 m del pie de una antena de 60 m de altura se
observa la antena bajo un dngulo de 30°. Halla el desnivel existente entre el punto de
observacion y la base de la antena.

El desnivel del punto de observacidn respecto de la base de la antena es:
h=90-sen(11°24'35")=17,8m

106. Altura de una estatua y su pedestal. Una estatua se encuentra colocada sobre un pedestal.
Desde un punto A se observa el pie de la estatua con un dngulo de elevacion de 10° y el punto mas
alto de la estatua con un angulo de elevacion de 22°. Si nos alejamos 10 m hasta el punto B,
observamos el punto mas alto de la estatua bajo un angulo de 18°. Calcula la altura de la estatua y
la de su pedestal.

La altura del pedestal es h, =7,24m
Y la altura de la estatua es h_ =9,36m

107. Teorema de la Bisectriz. Aplicando el teorema del seno, demuestra el teorema de la bisectriz,
el cual establece que: en todo tridngulo, los segmentos determinados por la bisectriz de un angulo
sobre su lado opuesto son proporcionales a los lados que forman el angulo.

Obsérvese la figura:
Aplicando el teorema del seno al triangulo ADC, tenemos:

b X b sena

= > —=
N son(C) X gen[
2 2

Y al aplicar el teorema del seno al triangulo BDC, tenemos:

a y a _sen (180° - a)

180°-a) __(C) vy c
sen -a) sen(zj y sen(zj

Como angulos suplementarios tienen senos iguales,

sen(180°-a)  sena -

wlS)

108. Descomposicion de una fuerza. Una fuerza viene representada por un vector de 15
unidades de longitud que forman un angulo de 53° con el eje X. Calcula sus proyecciones
sobre los ejes de coordenadas.

a_b
y X

Las proyecciones de la fuerza sobre los ejes vienen determinadas por 15 :cos53°, sobre OX, y
15-sen53°, sobre OY. De modo que valen 9,03 y 11,98 respectivamente.

109. Giro alrededor de un punto. El punto P tiene coordenadas (2,3). Determina las coordenadas del punto P’ que se
obtiene al girar 90° en sentido horario el punto P alrededor del punto Q (6,1).
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Las coordenadas del punto P’ son (8,5).

110. Diagonales del hexagono. En un hexdgono regular hay dos tipos de diagonales: uno de
ellos corresponde al didametro de la circunferencia circunscrita al hexagono; el otro, une dos
vértices que estan separados por un vértice intermedio. Calcula la longitud de esta ultima
diagonal en funcion del lado del hexagono.

d=1/3

111. Lado del octégono regular. Calcula el lado y el area de un octégono regular sabiendo que el
radio de su circunferencia circunscrita mide 4 cm.

El drea del octédgono es 32./2 cm?

112. Lado del dodecagono regular. Determina la relacidn entre el lado de un dodecdgono regular
y el radio de su circunferencia circunscrita. A partir de dicha relacidn, calcula el area del
dodecagono en funcion de su lado.

El drea del dodecagono es: 3'(2+\/§)'|2

N

113. Rectdngulos aureos. En la figura estd representado un rectangulo aureo. Recibe este nombre
porque la relacién entre sus dimensiones es el nimero de oro. Demuestra que todo rectangulo
aureo genera, al girarlo 90° alrededor de uno de sus vértices, otro rectangulo tal que la diagonal
del rectangulo original incide en el vértice superior del rectdngulo girado. Determina las razones
trigonométricas del angulo que forma la diagonal con el lado menor del rectangulo dureo.
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Para probar que la diagonal del primer rectangulo incide en el vértice del girado, hay que probar
que la relacién entre las dimensiones del rectangulo original, a y b, coincide con la relacion entre
by a-b. Es decir,

1 a 1

= & —=
a-b " p a_y
b

b
=
a-b

oo
oo

2
Sillamamos r a la relacién entre a y b: r=r—1<:>r -r-1=0

c_LlEVird 1£45
2 2

Como r es positivo, la Unica soluciéon validaes =

1+J§
2

2 12 2.2 12 2
aureo. La diagonal del rectdngulo dureo vale: d=\/a +h =\/b¢ +b =b\/¢ +1

Las razones trigonométricas del angulo marcado son:
bg ¢ b 1

a . — — .
T hg el oL gl yFel

tga

=@, es decir, se trata de un rectangulo

114. Proporcién Cordobesa. Un rectdngulo cordobés es un rectangulo en el que la relacion entre

1

sus dimensiones es la llamada proporcién cordobesa, “2_‘/5 , que no es otra que la que existe
entre el radio de la circunferencia circunscrita y el lado de un octégono regular. Demuestra que,
en efecto, la proporcion cordobesa viene definida por el nimero indicado. Dibuja con regla y

compas un rectdngulo cordobés, uno de cuyos lados mida 4 cm.

La relacién entre el radio de la circunferencia circunscrita a un octégono y su lado
se puede determinar a partir del teorema del coseno aplicado a un triangulo
formado por un lado del octégono y dos radios. Como el angulo que forman los
dos radios es 45°, tenemos:

1> =R? + R? — 2:R%-C08 45° = RZ-(z—JE):l = R«/2-J§:>|5=;J_
2-2

Para dibujar un rectangulo en proporcion cordobesa, dado el lado mayor AB del
rectangulo, se trazan las perpendiculares a dicho lado por sus extremos y se dibuja
la bisectriz del angulo recto formado en A. Se lleva la longitud del lado mayor desde
A sobre esa bisectriz hasta el punto C. La longitud del segmento BC es el lado menor
del rectangulo cordobés.

115. Numero de oro. Demuestra que la relacién entre la diagonal y el lado del pentagono regular

¢:1+J§

es el nimero de oro 2 A partir de dicha relacién, calcula las razones trigonométricas de

36°.
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En primer lugar, encontremos la relacion entre la diagonal del pentagono regular y su lado. Observa

la figura: Los tridngulos ACE y AEF son semejantes. Estableciendo la proporcién entre sus lados,
tenemos:
AC _AE_ d

[
AE EF I d-1 1 d_

d

Sillamamos 4 a 7, la proporcién anterior se puede escribir:

1++/5
1 1+y1+2 |*° 2\/_=¢
X=——=x*—x-1=0=>x="—"—"""=

x—1 2 1-5

Puesto que la segunda posibilidad es un nimero negativo, lo desechamos. Asi pues, la relacidn

1+ J§
2
Aplicamos a continuacién el teorema del coseno al tridngulo ACE:

entre la diagonal y el lado es el nimero de oro, ¢ =

d?=d*+1°-2-d-l-cos72°=2-d - 'cos72°:I2:>cos72°:L:i
2d 29
Una vez determinado el valor de cos72°, aplicamos el teorema del coseno al tridngulo AOE:
I?=R?+R?-2-R-R-c0s72° = 2R’ -(l—c0572°)=2R2(1—2—1¢]= R’ %
Finalmente, N
tre
¢ 1+J§
R=I- =1
20-1 25
A [ E

< Un mundo matematico

1. Demuestra que la relacion entre la diagonal y el lado del pentagono regular es el nimero de oro, ¢. (Basarse en
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la semejanza de los tridngulos ACD y CDF).

A En el pentagono regular de la figura, el triangulo ACD tiene angulos
CAD =36°y ACD = CDA =72°.
El triangulo CDF tiene angulos FCD=36° y CDF = DFC=72°.

Por tanto, los dos tridngulos son semejantes, y sus lados son proporcionales.
Como tanto ACD como CDF son isdsceles, los lados CD, CF y AF coinciden con
el lado del pentagono. Asi pues,

R —_— 2= 2 _ =
D CD:d—l l=>l d di=1

l

D _AD I d (d)z d
l

. d
Sillamamos ¢ = 1 tenemos

«7>Z—qt>—1=0=qr>=1iz"G

Como el valor negativo no tiene sentido,

145

d
l

2. Expresa en términos de ¢ las razones trigonométricas de 72°, 36° y 18°. (Aplicar el teorema de los senos al
triangulo ACD vy las relaciones del angulo doble y angulo mitad.)

En el tridngulo ACD, podemos escribir:

d l sen72° 2 -sen36° - cos36° 36 o)
= = = =3 = = °=—
sen72° sen36° sen36° ¢ sen36° ¢ = cos 2
Ji—¢2 J3—¢
36° = =
sen > >

tg36° =

w
©

Las razones de 72° son, aplicando las féormulas del angulo doble:

1/3—¢>.£=,/q§+2
2 2 2

9 4-¢° _¢*-2 _¢-1
44 T 2 T2

Jé+2

720 =Y—=
tg 51

sen72° = 2 - sen36° - cos36° =2 -

€0s72° = c0s?36° — sen?36° =
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Las razones de 18° son, aplicando las férmulas del angulo mitad:

o 1—cosB6°_ 1—%_,/2—¢_¢—1
senl8° = > = 5= > =

¢
1+ cos36° 1+5 2+
cos18° = = Z_ ¢ = sen72°
2 2 2
¢—-1

tg18° = ——
J2+ ¢
3. Obtén, en funcién del lado, las medidas del radio y apotema del pentagono.

R=085-1

ap = 0,688 - 1

4. Determina el valor del area del pentagono en funcién del lado.

A=172-12

5. En el pentagono regular existe una Unica medida de las diagonales, pero en el decagono regular, hay cuatro
diagonales con medidas diferentes. Calcula la relacion entre cada diagonal del decagono y su lado.
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= cos72°

dy=1-\2+¢

d2=(1+¢)'l
Lo 2
4 — (_2_¢

2+

d3= ﬁ

31



6.

Por ultimo, obtén el radio, la apotema y el area del decagono en funcién de su lado.
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