1 Los numeros complejos

1. Halla las soluciones de las estas ecuaciones, indicando si son nimeros reales, imaginarios o
complejos. En cada caso, representa en el plano dichas soluciones:

a) X*—6x+10= b) x*+5x*-36=0

a) La ecuacion tiene dos soluciones complejas.

2

0

Z1=3+i

b) La ecuacidn tiene cuatro soluciones, dos reales y dos imaginarias.

22:3*!‘

c) La ecuacién tiene dos soluciones complejas.

z4=-3i
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c) *—x+1=0 d) x*-8=0



d) La ecuacidn tiene una solucién real y dos soluciones complejas.

n=-1+y3i_ |

2. Un cuadrado centrado en el origen tiene sus diagonales sobre los ejes de coordenadas. Si el
lado del cuadrado mide 4, halla las formas bindmica y cartesiana de los nimeros complejos
cuyos afijos son los vértices del cuadrado.

5
Los complejos correspondientes son: , -
; o I=4
2, =22;2, =242i ;7. =—2/2;2, = —2/2i. 17
Y las formas cartesianas de estos complejos son: ECJ:’ - “‘j - f‘ .
2,=(242,0), 2, =(0,22) 2 =(-22,0) y 2z, =(0,-22) 1.
¥

3. Los vectores que representan los complejos z =3+i y z,=1+3i son dos lados de un

paralelogramo. Determina las coordenadas de los cuatro vértices del mismo, indicando los
complejos cuyos afijos son dichos vértices.

Las coordenadas de los vértices son 0(0,0), A(3,1), B(1,3) y

C(4,4). . .

Y los complejos cuyos afijos son los vértices son z, =0+0i, . =4+ i
- - R B

2,=3+1, 2;=1+31 Y z.=4+4i. PP
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Escribe en forma polar estos nimeros complejos:

a) z=1-i b) z=-1-+/3i c) 2=-2-2 d) z=23+2i

a) z :‘\/5315°
b) z=2,,,.

c)z= 2\/5225°
d) z=4,,

Escribe estos numeros complejos en forma bindmica:

a) z =4, b) z 23\/577“ )z =850 d) z =50.0273
a) z=-2J2-22i

b) z=3-3i

c) 7=-8

d) z=3+4i

Expresa los complejos de las actividades 4 y 5 en forma cartesiana, y representa sus afijos en el
plano complejo.

Act. 4:
2= 23 + 20 7= (11 —1)
z,=(-1, —J§)
5 7 ; ! | ! Z;= (_21 _2)
74 7, = (2J§, 2)
y=+2-2 n=1-i
z;;jl - V3i
Act. 5:
:zi=5o.wm 21:(—2‘\/5,—2\/5)
- 2,-(3,-3)
2y = Bygpe . Z, = (—8, 0)
0 ¥ 5 0 0 t.. ry 'y - 3 i T - Z4 _ (3, 4)
“‘.\zl = dogge N
V “ ‘2=3\/§q
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2 Operaciones con complejos en forma binémica

10.

11.

12.

Calcula (1+2i)+(1-2i) Y (1+2i)(1-2i)-
(1+2i)+(1-2i)=2

(1+2i)(1-2i)=5

La suma de dos numeros complejos es 6, y su producto es 25. ¢ Cudles son esos dos niumeros
complejos?

Los nimeros complejos pedidos son 3+4iy 3-4i.

¢Qué condicién han de cumplir dos nimeros complejos para que su suma sea un numero
imaginario puro?

La condicion que deben cumplir es que tengan las partes reales opuestas.

¢Qué condicién deben cumplir dos nimeros complejos para que tanto su suma como su
producto sean numeros reales?

Las partes reales deben ser iguales, de modo que los complejos que tienen tanto su suma como
su producto reales son Unicamente los complejos conjugados, Z=a+bi y Z=a-bi .

El producto de (a+3i) por si mismo es un numero imaginario puro. {Cuanto vale a?

Para que sea imaginario puro, su parte real debe ser 0, por tanto: {a =3

Halla el opuesto, el conjugado y el inverso de los siguientes nimeros complejos. Después,
comprueba en cada caso que z:z7 =1.

a)z=1-2i b)z=hi c) z=-3J2+3\2i d) z =53 +5i

a) 2=1-2i;
e Opuesto: Z="1+2,
e Conjugado: Z=1+2.
4

1 2.
7 ==+—1
e |Inverso: 5 5;
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b) 2=5i;

e Opuesto: -z=-5,

e Conjugado: 7=-bi ;

7=l

e |Inverso: 5 ;

¢) 2=-32+3/2i;
e Opuesto: ~2=3/2-3V2i,
e Conjugado: Z=-3V2-32i,

B,

e Inverso: 12 12

d) z=53+5i;

e Opuesto: _Z=_5“/§_5i;

e Conjugado: Z=5V3-5i .

yi_3 1.

e lnverso: 20 20 .

13. (Existe algiin nimero complejo cuyo inverso coincida con su conjugado? ¢Qué condicion debe
cumplir para ello?

Para que el inverso coincida con el conjugado debe ser a’+b”*=1, es decir, el médulo del
complejo debe ser la unidad. En conclusién, el inverso de cualquier complejo unitario coincide
con su conjugado.

14. (Existe algin numero complejo cuyo inverso coincida con su opuesto? Halla todos los
complejos que lo cumplen.

Los unicos complejos cuyo opuesto coincide con su inverso son i=1,. y —i=1,,
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15. Demuestra que el opuesto del conjugado de un nimero complejo coincide con el conjugado
del opuesto de ese numero complejo.

Observa el siguiente esquema:

opuesto

z=a+bi — -z=-a-bi

! Conj. { Conj.

Z=a-bi -

opuesto —_Z =—a+ bl
-Z=-a+bi

16. Dados los complejos z =1—43i Y z, =—2—+/2i, halla
a) 7,2, b) &
a) 21-22=(—2—\/§)+(2\/§—\/§)i
o) &= B2 V223,

z, 6 6
_i1353 _ 2i—624
17. Calcula W .

3_i1353 _ 2i—624 8 1 .
T

18. Desarrolla las siguientes potencias:
a) (1-i)’ b) (-2+i)’ ) [1+£i] d) (2 -2i)’

a) (L-i) =-2-2i

b) (-2+i)" =-7-24i
c) [l-i-ﬁl] =1+0i
2 2

d) (2 _Jii)4 =-16
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_\4
19. Si z*=—7+24i, écuanto vale (Z) ?

(2)" =(2")=(2)" =(2*) =—7+24i =7 24i

20. Calcula, operando en forma binédmica, /16 +30i .

Hay dos soluciones: 5+3i y -5-3i

21. Una de las raices cuadradas de un nimero complejo es —-4+7i . Halla dicho nimero y su otra
raiz cuadrada.

Como las dos raices cuadradas de un complejo son nimeros opuestos, la otra raiz es 4-Ti.
3 Operaciones en forma polar

22. Expresa en forma trigonométrica y en forma polar los siguientes numeros complejos:

a) z,=-3+3i b) zz=3[sen2?n+i-cos%n]

a)2,=-3+3i= 3\/5 (003135° +i sen135°) = 3\/51350

b)z, = 3(cos%+ isen %) =3,

6

23. Expresa en forma trigonométrica y en forma bindmica los siguientes nimeros complejos:

a) 2, =5y b) Z, =35 c) 2, =5, d) 2, =350
a) z1=52250=5(coszzs°+isen225°)=5[%—gij=¥-¥i

b) z, =3, =3, =3(cos180° +isen180°) =3(~1+0i)=-3
¢) 2 =5, =/5(cosm+isen ) =5 (~1+0i)=—/5

d) 24=\/§mo=J§(c03210°+isen210°)=ﬁ[_§_%i}_3 B,

2 2
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24. Efectua los siguientes productos, eligiendo la forma de operar, binédmica o polar, que sea mas
conveniente:

25.

26.
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b) (-2-2i)(\B), =-8

4

c) (5-4i)(1), =4+5i

) (5-41)(1)-

[N)

Efectia el producto 3 1, , y representa el afijo del resultado. ¢Qué se puede afirmar en

6 3

términos geométricos sobre el producto de un nimero complejo por otro de médulo 1?

Dados los complejos z=-3+3i y z,=3

zll

resultado en forma bindmica.

a)

efectia las siguientes operaciones. Expresa el
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27. Calcula las siguientes potencias eligiendo el modo de operar mas conveniente:

a) (\/gzzs°)4 b) (3_|)3 c) («/5,,)6 d) [—£+1ij

2 2
a) ( 5225) =-25

b) (3-i)’ =18—26i

o () =27

d) 73 %j -1

3 . 3
28. Desarrolla en forma polar y en forma binémica (1a) =(C0$a+ I'Sena)
3 _ (13 _ _ .
(L) =(2), =L, =cos(3a)+isen(3a)
: 3 3 2 . 2 2 3 :3
(cosa+|-sena) =C0S’@ +3C0S asenai +3cosarsen‘ai” +sen‘ai” =
=(cos3a—SCosasenza)+(3coszasena—sen3a)i

Igualando los dos resultados, tenemos:
cos(3a) = cos’a —3cosasen’a

sen (3a) =3cos’asena —sena

LT LT
29. Dados los complejos en forma de Euler, z1=2-e'3 , 2, =J2e" y z,=¢", calcula:

a) 7,2, b) i ) X5 d) ()’ e) 7,+1
) sl )

o s L
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e) z,+1=e"+1=-1+1=0. Esta igualdad se puede escribir: e +1=0, y como en ella aparecen

relacionados los cinco nimeros mas destacados (0,1,w.e,i) Se ha calificado con frecuencia como
la ecuacién mds bella de las matemdticas.

4 Ecuaciones con soluciones complejas

30. Comprueba que tanto Z=3+4i como Z =3-4i son soluciones de la ecuacién x?—6x+25=0.

Sustituimos en la ecuacidn la incégnita por los complejos 7 y I,y operamos:
x=2=3+4i=(3+4i) —6(3+4i)+25=9+24i ~16 18— 24i + 25=(34-34)+ (24— 24)i=0+0i =0

X=7 =3-4i=(3-4i)" ~6(3-4i)+25=9-24i ~16 18+ 24i + 25=(34-34) + (24— 24)i =0+0i =0

31. Resuelve la ecuaciéon x*—27=0y descompdn el polinomio P(x)=x*-27 como producto de
factores con coeficientes reales, y como producto de factores con coeficientes complejos.

La descomposicion de p(x) como producto de factores con coeficientes reales es:
P(x)=x’ —27=(x—3)(x2 +3x+9)
La descomposicion de p(x) como producto de factores con coeficientes complejos es:

P(x)=x3—27=(x_3){ %‘%']{ 3 3[.]

32. Halla la ecuacién polindmica con coeficientes reales cuyas soluciones son Z=2+3i y su
conjugadoy W=-2+3i y su conjugado.

x* +10x* +169=0

33. Resuelve en C la ecuacion: z2 —(3+4i)z—7+i=0. éPor qué las soluciones no son conjugadas?

Las soluciones de la ecuacién:
z=4+3i
z=-1+4i

Las soluciones no son conjugadas, porque la ecuacidn tiene coeficientes complejos. Las
ecuaciones que tienen sélo soluciones complejas conjugadas o soluciones reales deben tener
necesariamente coeficientes reales.

10
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5 Aplicaciones del producto de complejos

34. Giro de un punto. Determina las coordenadas de los puntos que se obtienen al girar alrededor
del origen el punto A(3,2) un angulo de 60°, uno de 135°y otro de 210°.

N AENE

2

o A,(: V3, 3‘2/5 I 1)

A(3,2)

35. Vértices de un hexdgono. Un hexdgono regular cuyos vértices tienen todos abscisas no
negativas tiene dos de sus vértices consecutivos en los puntos A (0,0) y B (2,0). Las relaciones
de las diagonales del hexagono con el lado del mismo son d,=+/3l Yy d,=2. Halla los otros

cuatro vértices.

C(3.+3); D(2.23);E(0,23); F(-13)

36. Giro de un triangulo. Los vértices del triangulo ABC son los puntos A(5,1), B(6,3) Y c(3,2)Halla
las coordenadas de los vértices del triangulo A’B’C’ obtenido al girar el ABC 45° alrededor del origen.

o o2

2 2

11
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37. Un hexagono regular centrado en el origen tiene uno de sus vértices en el punto A(0,3)
Calcula los otros cinco.

B(iﬁﬁj. C[%,—g]; 003 E[%,ﬁJ.F(ﬂ 3]

"l o2 T2 272

A

b

38. Demuestra que los vectores g =(a,b) Y v=(-b,a) son perpendiculares usando el producto
de numeros complejos.

El vector u=(a,b) corresponde al complejo z,=a+bi. Girando éste un angulo de 902
obtenemos un vector perpendicular. Para girarlo multiplicamos por el complejo 1. :

2, =2, =(a+bi)i=—b+ai=v=(-h,a)
Actividades finales
NUmeros imaginarios y nimeros complejos

39. Resuelve las siguientes ecuaciones en el campo complejo:

a) x*+16=0 b) x* —4x+20=0 c) X*+7x2-144=0 d)x*+1=0.

a) X +16=0 —>{ x=4a
X=—4i
b) x*—4x+20=0 _>{X22+4i
Xx=2-4i
x2=9:>{ x=3
X=-3
c) X' +7x*-144=0 - .
Xt =-16=5] ="
X =—4i

12
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40.

41.

X+1=0 = Xx=-1
d) X +1=0 — =133
e xz—x+1=0:>x=1ir 1_4=1J‘r\/§i 2 2
2 2 1 /3.
x==-2j
2 2

Representa los afijos de los siguientes nUmeros complejos y calcula su médulo y su argumento
principal:

a) z,=—4+4i b) z,=5-12i c) z,=5i d) z,=-7

r=y(-4) +4 =42
=17 = 4\/5139

a) z,=-4+4i= 4
a =180° — arctg [Z] =180° —45° =135° I

zq=-T

r :«/5z +(-12)° =/25+144 =13 .

=13 .

2 7 V092037

b) z,=5-12i=

12 =1z
o =360°—arctg (?J =292°37"

m=50-12i

C) z,=5i =5,

d) z,=-7=74,

Escribe los siguientes numeros complejos en forma cartesiana y en forma polar, y representa
sus afijos:

a) z,=—-3+3/3i b) z, =—aJ2 — 4/2i c) z,=—4i d) z,=32

a) 2,=-3+3J8i =(-3,3V8) =6, b) 2, =42~ 4/2i = (442,442 ) =85,

C) z,=—4i=(0,—4)=4,,. d) z, =32=(32,0)=32,
n==34+3V3i\ .
=32
o= VI - 4V ; 2z - i

13
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42. Completa la siguiente tabla:

z -z 7 7t
(opuesto) | (conjugado) | (inverso)
3+i -3-i 3-i i_ii
10 10
-2+5i 2-5i -2-5i —_Z_Ei
29 29
V2 -2i —2+~2i V2 +42i £+£i
4 4
2+1 —2-1i 2—1 E_L
55

43. Representa en el plano complejo todos los nimeros del ejercicio anterior. éQué relaciones
geomeétricas se aprecian entre los vectores que representan a los complejos correspondientes?

z=[3+1

o —VZ +4/2i

“+5

T3 = V2 + V2

V2 V2
sty

2=2+i
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z3=\/_—\/§1?

—Z=-2-i

-5
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44. Representa graficamente los siguientes complejos y escribe su forma polar y su forma
trigonométrica:

a) z=—3+i D) 22=—2-(—J§+i) c) 23=%(—\/§—i) d) z4=—3(—J§—i)

a) 2, =—3+i=2, =2(cos150° +isen150°) i A i
b) 2, =~2(—/3+i)=-22 = 4y, =2(c0s330° +i 5en330°) B
1 R | . . T 1 1
c) z3=5(—\/§—|)=521=522100=1m°=003210 +1sen210 Y
d) z,= —3(—J§ - i) =37, = 3,4 2,100 = B399 = 6. = 6(C0S30° +isen30°) i e

45. Representa estos numeros en el plano complejo y escribelos en forma polar y trigonométrica:

a) z,=—3 b) z,=4 ) z,=—/3i
d) z, =4i e) zg=-1-i f) z,=-5+12i
g) z,=4-3i h) z,=1,6+2,7i i) z,=—23-2i

a) 2, =3 =B = /3 (cos180° +isen180°)
b) z,=4=4, = 4(cos0° +isen0°)

¢) 2, =3 =B =/3(c0s270° +isen270°)
d) z, = 4i = 4,, = 4(cos90° +isen90°)

e) 25 =11 =2 = /2 (05225° +i5en225°)

f) z,=-5+12i=13

112°37

=13(cos112°37‘ +i sen112°37')

8) z,=4-3i=5,,, =5(c0s323°8 +isen323°8')

h) 2,=16+27i=313847,, =313847(cos59°21 +i sen59°21 )

59°21

i) 2,=-2y3-2i = 4,,, = 4(c0s210°+isen210°)
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zs=4
=i
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= -2v3 - 2i =4-3
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Operaciones en forma binémica

46. Dados los complejos z, =-4+2i y z,=5-2i, calcula:

47.

48.

a) (1-2,) b) at% o) (-1, d)

5,1,

N

H-
N

~

N

)a.
N

~

a) (21_22)2 =65_72i

b) L+7 :__g_ii
-z, 97 97

o) 2(-2,) =24+2i

22, -17 144,

7z, 145 145

IN)

d)

Halla en cada caso el valor de k para que el resultado de la operacién correspondiente sea un
numero imaginario puro:

3-2ki
K+i

a) (2k—3i)(2-i) b) o) (2+ki)’ d) (2+ki)’

3
k=2
a) 1

b) k=0

9%

3-xi .
Calcula los numeros x e ¥ de modo que se verifique la igualdad E= y+2i

x=-16;y=7

16
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a-3i
4+ bi

49. Calcula a y b para que sea cierta la igualdad =—1+i

a=-11
b=7
50. Halla k, si es posible, para que (2—ki)2 :
a) Sea un ndmero real
b) Sea imaginario puro

c) Tenga su afijo en la bisectriz del primer cuadrante.

a)k=0
b) {k=2

k=-2

Re>0
k=2-242=1"°" "= cuad.
) Im>0
c

Re<0
K=2+22=1 "=l cuad.

Im<0

51. Halla en cada caso el valor o valores de k para que el resultado de la correspondiente operacién
sea un numero real:

a) (2-3i)(k+4i) b) T(;_kii c) (k=i

a) (2-3i)(k+4i) =k =g

4 —Kki —_
b) —— :{k_ 2

k—i k=2

kil k=§
—i

o) ( ):«k:ﬁ

3

52. Halla en cada caso los complejos z que verifican la ecuacion

a) z+1=1 b) z—1=i
z z
z=1+£i=160e
a) Z+——1:> 2 2
z—l—ﬁi—l3
_2 2 — --300°

17

% © Mcgraw-Hill Matematicas I. 1° Bachillerato - Solucionario



I=—+=i=1,
b) 2-==i = Zf 2
z 3 1.
Z=—?+E|=11500

=37 =14
i¥ —2i7

3

i12
1

53. Calcula las potencias indicadas de i y efectua el cociente: 7 -
2i° +

i-2(-1) 4 +1i

‘= 3713713
2(—|)+1

54. Calcula estas potencias de nimeros complejos en forma bindmica aplicando el desarrollo del
binomio de Newton:

a) (L+i)’ b) (2-3i) <) (%T d) (-1+i)°

55. Comprueba que los numeros complejos Z=2+3i y su conjugado son solucién de la ecuacién
polindmica x®—3x*+9x+13=0. Determina la tercera solucidn de la ecuacion.

La tercera solucion de la ecuacion es:

=32 +9x+13=>r=-1

56. Halla las siguientes raices cuadradas de nimeros complejos operando en forma bindmica:

a) 3+4i b) J=3-4i c) =7+ 24i d) J=5-12i

a) Hay dos soluciones: 2+i y —2—i
_ J(2+i)i=-1+2i
PYVB=4 =) (si)iz1-2

c) Hay dos soluciones: 3+4i y -3-4i

d) Hay dos soluciones: 2-3i y —2+3i.

18
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

La suma de dos niumeros complejos es 5+1, y su cociente es imaginario puro. Hallalos sabiendo
que la parte real del segundo vale 3.

2,=2+3iyz,=3-2i

Hay dos soluciones: ] )
2,=2-2iyz,=3+3i

La suma de dos nimeros complejos es 5+5i y su cociente es un nimero real. Calctlalos
sabiendo que la parte real del primero es 2.

La soluciénes z, =2+2iyz, =3+3i

Halla todos los nimeros complejos cuyo cuadrado coincide con su conjugado.

e Cona=—= 2 2 2
2 b=__‘/§ =_—1—£i
2 2 2

e Conb=0= a=0=z=0+0i=0

a=1=z=1+0i=1

La suma de dos nimeros es 10 y su producto es 29. Calculalos.

Los dos numeros son 5+2i y 5-2i.

Las raices de una ecuacién polinédmica de cuarto grado con coeficientes reales son 2, -1, 2-3i,
y 2+3i. Escribe la ecuacién en forma factorizada y en forma desarrollada.

La ecuacion es:
(x—2)(x+1)(x—2+3i)(x—2-3i)=0 (factorizada)
Operando, tenemos:

x* —5x3 + 15x% — 5x — 26 = 0 (desarrollada).

Halla la ecuacién de cuarto grado cuyas soluciones son L,i,-1y —i .

La ecuacién es: x'-1=0

19
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Operaciones en forma polar

63.Si 7z =-3+3J3i Y

cociente.

22, = (B ) (B ) = 48415 = (126 +1242 ) + (1246 +122)
j :(Ej _-3V6+3V2 3J6+3V2,
105 4 ) 550 16

(

3

2, =6,y

Z,

4).

= 8225°

64. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:

% © Mcgraw-Hill

16

z -z 7 7t
(opuesto) | (conjugado) | (inverso)
1
390° 3270° 3270° (5]
270°
1
2 2 2 —
T+
J2
\/E 60° \/E 240° \/E 300° T
300°
227r 257r 247! [1]
B B 3 2 )sx
3
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z, =—4J2 —4/2i, escribelos en forma polar y calcula su producto y su
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65. Representa todos los niumeros del ejercicio 64 en el plano complejo, y escribelos en su forma

bindmica.
a)
Z|=39(yo=3‘i
2t (1) ——lz
: 3/ o0 3
—z1 =721 = 3700 = —3i
c)
-J=\/§m=§+§l
a_ (V2 _vZ VB
a=\7z) ~7°¢
3000
s V2 VB
*-:—\/izm=-£‘£i :n:ﬁwz—z—-T

% © Mcgraw-Hill

b)

—zp = 2950 = —2

d)

Z4=221-

= —1+V3i

.= —1—/3i

S=5

Matematicas I. 1° Bachillerato - Solucionario

—z=2=1-3i
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66. Representa en el plano complejo los afijos de todos los complejos que verifican las siguientes
expresiones:

. 1. V4
a) z=x+x%, XeR b) |7 =3 c)z=x+;|, xeR-{0} d) a(z):z
a) Se trata de la pardbola de ecuacién y = x? b) Es la circunferencia con centro en el
origen y radio 3.
r=1x+yi
’ o= v+ =3
iné i L d) Es| irrecta Y=X x>0
c) Es la hipérbola de ecuacién y=; ) Es la semirrecta Y=X con
3 7
- z=x+ i &
1]
1 4
05 a z=x+yi
! I
“Ta
1 o 1 2 3 4 ] ] T
22
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67.

68.

69.

Efectua las siguientes sumas y restas de nimeros complejos, expresando el resultado en forma
polar:

a) 3y + 350 b) 24 + 450 c) \/E%_\/g%” d) 3. -5,
2

a) 3, + 3500 =3
b) 24y +4,, =2,48

186°12'

C) \/E% —\/577” =\/ﬁ1,5925
d) 3. -5 =\/3405s00
2

Efectua los siguientes productos expresando el resultado en todas las formas posibles:

a) 2403100 b) 32100{2) c) \/51\/571
90°

12 12

ST
a) 2300 - 31200 = 6e "6

57

4 i

b) 32105‘(5) =4e 3
90°

2r
c) \/E%\/E% =6e 3

Efectua los siguientes cocientes:
17r.527z
300 z 3
a) 2y b) ~2 C)L d) 1 .
3120° (4) 37—” (j
12
3 90 5 —5?”
a) 2o =2
3120“

V2= 6
c) 2 =——i
37 3
12
17r.527r

23
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N

. . . 1 . ,
70. Calcula las seis primeras potencias en forma polar del complejo Z=E+7I y represéntalas

graficamente. ¢Qué trayectoria siguen los afijos de los resultados obtenidos? ¢Podrias decir
qué complejo corresponde a z*°?

z 22 z3 z* z° z° z’ z® z"
17r 127[ 137! 147[ 15/! 16/: 177[ 187[
3 T 5 5 S 5 T 5 L.
3
17[ 127! 1 147[ 157! 10 17r 127:
3 5 " ) ) 3 5

24
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71. Calcula las ocho primeras potencias en forma polar del complejo z =+/2 +/2i, y represéntalas
graficamente. ¢ Qué trayectoria describen los afijos de las soluciones?

2 4 8, 16, 32, 64,

ENE]
N
~
IS
N
~

1287” 256272‘

. . . 1 3. ,
72. Calcula las tres primeras potencias en forma polar del complejo z =_Z+TI , Yy represéntalas

graficamente. ¢ Qué trayectoria describen los afijos de las soluciones?

z z? v z* z°

G Gk (&l

3

% © Mcgraw-Hill Matematicas I. 1° Bachillerato - Solucionario
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73.

74,

as

03

¢Qué diferencias hay entre las trayectorias de los ejercicios 70, 71y 72?
La diferencia esta en el médulo del complejo inicial.

Si es mayor que 1, los afijos de las sucesivas potencias describen una trayectoria divergente (E;j.
71).

Si el mddulo es 1, los afijos “quedan atrapados” en la circunferencia de radio 1 (Ej. 70).

Pero si el mddulo es menor que 1, la trayectoria converge hacia el origen (Ej. 72)

Aplicando la férmula de De Moivre calcula las potencias indicadas, expresando el resultado en
las formas trigonométrica y bindmica:

a) (-1+i)" b)(v3 _i)7 <) (3/5250)6 d) [42 (c0515°+isen15°)]8

-\10
a) (~1+1) —32(cos270° + isen270°) = —32i

31

b) (+3- i)7 =32(c0s150° +i sen150°) =128[T +3 iJ =-64/3 +64i

c) ($/§w )6 =9(c0s150°+i sen150°) =9[

—_ﬁ+1i]=iﬁ+gi
2

2 2 2

d) [ 42 (cos15°+ isen15°)T =2°(cos120° +isen120°) = 4(‘?1 +§ij =-2+2.3i

26
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75. Operando en forma polar calcula y representa los afijos de las raices cuadradas de los siguientes

numeros complejos:

a) 2=25i

b)z=—4+43i c) 2=-36i

22

d)z=-16

76. Calculay representa los afijos de las raices cubicas de los siguientes nimeros complejos

d) z=-4J2 +42i

a) 2=8i b) z=2+11i c)z=-27
a) b)
P il RO
o~ " S Voueayse
21500 ; M 2300 4
; \
/ \
' \
' 08 T T \ :
J \ ;
] ] i
1 1 3 *TINY
DR A :
\ 05 H k
) ;
\ /
* - /!
\\ ‘f'
‘\ 15 P
‘*-~_*}__-—'
270°
25
c) " d)
R —
<. 3
600
’;/ % \\
," : \‘\
lr \\
’ s N 2|6sc K
r’ i ‘. g
} ;
W ED ¥
31800 | '
T R R R R .
i 7
;!
/
E
%
=T 3300°

% © Mcgraw-Hill
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77. Calcula y representa los afijos de las raices cuartas de los siguientes nimeros:

a) z=-16

a) z =-16=16. =4z= m=(%)

k=0=2,, =2 +/2i;
k=1= 2. =2 +/2i ;
k=222, =2 -/2i;
k=3=2,,. =2 -/2i

b) z=9(c0s300° +i5en300°) = 4z = {9500 =(+/3)

k= 0:>\/§75° ;
k =1:>\/§165°}
k= 2:>\/§255° ;

k=3= \/§345°

C) zZ= —8—8\/§i =16, 24/2 = \/4 i6240° = (%)

k=0=> 24 =1++/3i;
k=1= 2, =—B+i;
k=2=2,, =-1-3i;

k=3=2,,. =3I

% © Mcgraw-Hill

b) z= 9(cos300° + isen300°)

45°+90°k

Matematicas I. 1° Bachillerato - Solucionario

c) z=-8-83i d) =625
(k=0,1,2,3)
2135 k-‘*.“ 2use
= f
Zoage e . (2315"
75°490°k (k=0123) ) \/5
\/EIC;,' ]
\/534-3'
Vs Sy
(k=0,1,2,3)
60°+90°k
2600
=/
AR \\
\ \
\V l,
— . \ ;
\ \
\ \
\
\ o 2330
\ =T )
2‘.'1(1‘
28



d) z=625-625, =4z =4/625, =(¥/625) _ (k=01,23)

By = 5i

k=05, =5; @Y )

k =1=>5,,. =5i ;

El
n

5 et
Sipr ='—5

k=2=54,=-5;

k=3=5,,. =-b5i

Saq = —5i

78. Calcula y representa los afijos de las raices quintas de los siguientes nimeros complejos:

2) 2=32,, b) z=-128-128i c)z=%_§i d) 2=32

6

a) =32, =¥z = f82,, =(332), ,, (k=01234)

6 6 6 5
k=0=2, =1++3i;
0

Dqp = V3 4
k=1=2,_; ‘
30

k=2=2,,;
3

k=3=2,,;
30

k=4=2,
30

15 3
b) 2=-128-128i = (1282 c:>52=5(22J =[22] (k=0,1,2,3,4)
2 225 45°+72°k

K=0= 22, =2+2i;

k=1= 2\/51170 ;

k=2= 2‘\/5189"; — ,,-‘I: A .| \ I ”_s I
QV{E]W‘ .“_ I I N \ "l
k=3= 2\/E 261° ; N J

2

k= 4:>2\/§333°

2\/5':1.1 N

29
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1 3.
c)z =5_£| =L =7 =l =172 (k=0,1,2,3,4)

2

k=1=1,.;
k=2=1,,;
k=3=1,;

k=4=1,,.

d) z-32-32, =z =82, =(¥32) __ (k=0,1234)

k=0=2,;

k=1=2,,;
k=2=2,.;
k=3=2,;

k=4=2,

k=0:>]w,=%+§'-

ligr 7

ET

79. Calculay representa los afijos de las raices sextas de los siguientes nUmeros complejos:

a) z=64,

a) z-64,= %z =64, =(¥64)

k=0=2_ =+/3+i
0

k=1=2_ =2i

2

k=2:>25l=—\/§+i

6

% © Mcgraw-Hill

b)z=27

c) Z=64i

T
zr.z
6 3

k=3=2, =—3-i

6

k=4=2, =-2i

2

k=5:2nl=\/§—i

6

(k=012345)

Matematicas I. 1° Bachillerato - Solucionario

2r
214
:‘ ‘2 =2
t r +
2o
Zass
d) z=27,,
2
Zgp = 2i
= —vI+i S Zw=VEd
H i
Zoy0- = —V3 — i © e = W3
2o = =21
30



_ VB i V3 3.
\r”gmrf—— - LT TTee L V’Tﬂl':_ =1
b) z=27=270°:2/_=§/2700=(2/E)0°+600k(k=o,1,2,3,4,5) 2?, - SESERE
k =0:>\/§O° =\/§ k =3:>\/§180° =—\/§ y
\/_ \/gml*=*\/§; I‘.‘I V3o =3
3 3. -3 3. T T AT
k=1=/3¢ =—+—i K=4=+3,y0 =———Zj
'\/_60 2 2 '\/_240 2 2
k=2:>\/§120°=_—J§+§i k=5:>\/§300°=£—§i s
2 2 2 2 S R Vi - V33,
41 3 3 2 2
C) z=64i=64,. =7 =§f64,, = (2/6_4)15%00k (k=0,1,2,3,4,5) N
2135 :—\/i \ﬁi ,".).{7 . =
k=0=2, K=3=2, : T .
k=1=2,, k=4=2,, ‘ s 2us
k=222, =2 +2i k=5=2,. =22 RS TPy 7
2195 B
Tal L4 :-’-:n = V2 \-/Q'i
225‘:',:- S B St
d) z=27,, =%z = [27,, =(¥27), , (k=012345)
2 2 73K Vs
V6 VB,
VB =Y
- ‘ 2 2
k=o:ﬁg=ﬁ+ﬁi k=3:ﬁz=—£—£i :
4 2 2 4 2 2
\/im ;
k=1=.37= k =4=+[315x
12 12 '
k:2:>\/§1117;r k:5:>\/§2137” V3,
- VB VB |
i
By
31
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80.

81.

Una de las raices cuartas de un nimero complejo, z es el nimero w=-1++/3i. Halla z y sus
otras tres raices cuartas.

Ademas de , las otras tres raices cuartas de z son:

W, =Wy, =(~1+ /3 )i= 3 -i
W, =W, Ly = (3} =13
W, =Wy, = (1- /3 )i =3+

Una de las raices enésimas de —1 es el nimero complejo w=L,. . Con estos datos, ése puede
saber el valor de n? ¢Y el valor minimo que puede tomar?

Suponiendo que n toma su valor minimo, averigua el resto de raices enésimas de —1.

Para N=5, las raices quintas de -1 son L., Ly, Lo, Loeper Lipse -

Ecuaciones con soluciones complejas

82.

83.

Escribe la ecuacion de segundo grado cuyas soluciones son los siguientes pares de nimeros:
a) zy=6+4iy z,=6-4i b) z,=2+3i ¥V z,=2—1/3i

) z,=-1+7i y z,=-1-7i d) z,=4i y z,=—4i

a) xX*—12x+52=0

b) x*-4x+7=0
c)x?+2x+50=0
d) X*+16=0

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) xX*-16x+68=0 b) x*+14x*+45=0 c) 4x* +4x+3=0 d) x*+5x*+4=0

X=8+2i

a) x*-16x+68=0 ={ )
x=8-2i

32
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84.

- x=J§i
x=—J§i

x*=-5 {

b) x*+14x* +45=0=
x2=—9:{ )
x==3i

-1 2

x=_—=4+ Y%
2 2

c) 4x* +4x+3=0=

d) x*+5x*+4=0 =

Resuelve las ecuaciones de tercer grado:

a) x*+8=0 b) xX*—4x* +4x-16=0 c) ¥-27=0 d) ¥ +4x*+4x+3=0

X, =25 =143
a) X3+8=0 = X2=2180°=_2
X3=2300°=1—\/§i
b) x*—4x*+4x-16=0 — i
) =
X +4=O:>{ )
x=2i
X =35 =3
-3 343.
C) X3_27=0 = X2=3120°=—+i|
2 2
=3 —ﬁ_ﬁi
X3 240° 2 2
X+3=0=>x=-3
-1 /3.
d) XC+4X2 +4x+3=0 = x=?+§|
X +Xx+1=0=
1B,
2 2

2
85. Teniendo en cuenta que x*+3x?+4 se puede escribir en la forma x* +4x?* +4—x? =(x2 +2) -x?,

% © Mcgraw-Hill

resuelve la ecuacion  x*+3x*+4=0, y calcula sus cuatro soluciones complejas.

33
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=——+—i X==+—i
2 2 2 2
e P S
2 2 2 2

86. Resuelve la ecuacion con coeficientes complejos: 22 —(3+2i)z+(5+5i)=0

3+2i+1-4i :
Hay dos soluciones: 3+ 2i - (1-4i) )
7 =f=1+3l

Aplicaciones

87. Razones trigonométricas 5a . Aplicando la formula de De Moivre y el desarrollo del binomio
de Newton para la quinta potencia del complejo 1, obtén el seno y el coseno de 5a en
funcién del seno y del coseno de 4.

cos5a = cos® o.— 10 cos® asen’a + 5 cos asen‘a
sen5a = 5cos* asen a —10 cos? asen’o + sen’o.

88. Forma de Euler. Utilizando la forma de Euler para los complejos, demostrar que la suma de
las n raices enésimas de la unidad vale 0, es decir,

i27

Escritos los complejos en forma de Euler, la suma de las n raices enésimas de la unidad es la
suma de los n primeros términos de una progresién geométrica cuyo primer término es 1y

.2z
i

cuyarazdnes e "

Recordando que la suma de los n primeros términos en una progresién geométrica es

r"-1 L, , . . .
1 y aplicandola a la suma de las n raices enésimas de la unidad, tenemos:
r_

Si=a

89. Giro de un punto. Al punto A(3,4) se le aplica un giro de +90° alrededor del origen, obteniéndose
el punto A’. Calcula sus coordenadas, y el perimetro y el area del tridngulo AOA".

34
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OA=|z,|=3+4* =5 ;

Los lados del tridngulo son: {OA'=|z,|= (—4)2 +32=5 .

AA =251 25 =52 4 A
A.'
El perimetro del tridngulo es: 10+5y2

El area del tridngulo es: 12,5

90. Giro de un rombo. Tres vértices de un rombo OACB son los puntos 0(0,0), A(4,1) y B(1,4).
Usando la suma de complejos calcula las coordenadas del cuarto vértice, C. Calcula las
coordenadas de los vértices del rombo obtenido al girar el rombo OACB 45° alrededor del
origen.

Las coordenadas del cuarto vértice: C(5,5)

, [342 52
Las coordenadas de los vértices de rombo girado alrededor del origen 45°: A T,T ;

2 2

],- c'(0,5V2)

91. Cuadrado centrado en el origen. Un cuadrado centrado en el origen tiene un vértice en el punto
A(1,2) - Halla los otros tres vértices y calcula el area del cuadrado.

Los vértices son: B(-2,1); C(-1-2); D(2,-1)

El rea del cuadrado es A=(J1_o)2 =10

35
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92. Rectas perpendiculares. El punto p(x,y) es el afijo del complejo z=x+yi. Sise gira el punto

P alrededor del origen un angulo de 90°, el punto que se obtiene P (x,y’) €s el afijo del

complejo Z’=171. Utiliza este hecho para obtener la ecuacién de la recta que pasa por el origen
y es perpendicular a la recta de ecuacién Y = MX

.7 ' _1
Ecuacion de la recta: y=mx=>-X'=my'=y'= FX

93. Giro y homotecia de un triangulo. El triangulo de vértices A(2,1), B(2,5) Y C(5,1), Se gira un

angulo de 90° alrededor del origen y, a continuacién, se dilatan al doble las distancias de los
vértices al origen. Halla las coordenadas de los vértices del triangulo A’B’C’ resultante.

Coordenadas de los vértices: A'(—2,4); B'(—10,4); C'(—2,10)

Cl

94. Giro de una parabola. Calcula la ecuacion de la pardbola que se obtiene al girar la pardbola de
ecuacidn y =x2+4 un angulo de 90° alrededor del origen en sentido horario.

Ecuacidn de la pardbola: y=x*+4=x =(—y')2 +4=X =y P+ 4=y =YX —4

95. Vértices de un octégono regular. Uno de los vértices de un octégono centrado en el origen es
el punto P(5,5). Halla las coordenadas de los otros siete vértices.

Coordenadas de los vértices: A(O,S\/E); B(-5,5); C(—S\/E,O); D(-5,-5); E(O,—S\/E); F(5-5);

G(5v2,0)

36
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96. Giro y homotecia de un tridngulo. Los vértices de un triangulo isdsceles son
A(4,1),B(8,1)yC(6,5)- Se gira el triangulo ABC un angulo de 60° alrededor del origen de

coordenadas y se reducen las distancias de los vértices del tridngulo girado al origen a la mitad,
obteniéndose un nuevo tridngulo isésceles, A’B’C’. Halla las coordenadas de sus vértices.

4-\3 4J§+1J B,[s-ﬁ &/§+1] C,[e-sﬁ 6J§+5]
, , " y

4

L Irt- Al
0Os vertices son { 4 4

4 4

97. Vértices de un pentdgono regular. La relacién entre la diagonal de un pentagono regular y su

++/5

. 1 . i . ,
lado es el nimero de oro, ¢=T. Si dos vértices consecutivos de un pentagono regular son

el origen o(0,0), v el punto A(1,0), y los otros tres vértices del pentagono tienen ordenada

positiva, expresa sus coordenadas en forma polar. Aproximando hasta las milésimas las razones
trigonométricas de los argumentos, calcula las coordenadas cartesianas de los vértices del
pentagono.

Los vértices son: B(1,309,0,951); C(0,500,1,539); D(-0,309 ,0,951)

37
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98. Giro y homotecia de un punto. Un triangulo rectangulo, con el angulo recto en el origen tiene
el vértice opuesto al cateto mayor en el punto P(3,1). Si la tangente del dngulo mayor del
triangulo vale 3, calcula las coordenadas del tercer vértice.

Las coordenadas del tercer vértice: Q(_3,9) "

2Q = zp 3y

Un mundo matematico

1. Calcula, usando las formas de Euler y trigonométrica de un complejo, el resultado de e?!

(recuerda que la parte imaginaria del exponente complejo es el argumento del resultado de la
potencia).

e? = —0.416 + 0.909i

38
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3+2i

2. Aplicando las propiedades de las potencias, calcula el resultado de e

e3*2i = _8.3585 + 18.2637i

3. Aplicando el cambio indicado, calcula 3!

3t = 0.4548 + 0.8906 - i

4. Calcula 32+t

32+l = 4,0935 4 8.0152 - i

Calculo de logaritmos de complejos.

Aunque en el campo real el logaritmo de un nimero positivo es Unico, en el campo complejo, el logaritmo de
un numero tiene infinitas soluciones. Esto se debe a que, para calcular logaritmos de niumeros complejos,
estos han de estar escritos en su forma polar (o de Euler). Y como un complejo tiene infinitos argumentos,
dependiendo del argumento considerado, tendremos una solucién diferente. Si consideramos el argumento
principal del complejo (el que estd comprendido entre -ty ), el logaritmo correspondiente recibe el nombre
de logaritmo principal, y se acostumbra representar con el simbolo L. Por ejemplo, para calcular el logaritmo

principal de 1 +v/3i , operamos asi:
. (E+2n'k)i T .
ln(1+\/§l)=ln(2.e3 )=ln2+(§+2nk)l,Vk€Z
El logaritmo principal se obtiene para k =0, por tanto,
T
L(1++3i)=m2+ 31 = 06931+ 1.0472i
5. Calcula los logaritmos principales de los siguientes nimeros complejos:
a) = — - b) 0 + 5i c)—4 + 0i

V3 1, ,
L(T—E ) = —0.5236i

L(O + 5i) = 1.6094 + 1.5708i
L(—4 + 0i) = 1.3863 + 3.14159i
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