1. Los determinantes

1. Halla el valor de los siguientes determinantes:

2 -1 6 4 4 -6
913 s b)‘ss C)‘s—z
a) |2 1=2.5-(-1).3=13

35
b) 64‘=6~3—4~5=—2

3

4 6
c = (-4)-(-2)— (-6)- 3= 26
)| _2‘ (~4)-(-2) (-6)

d) | 32|=(-3).0-2.9=-18
a0

2. Calcula el valor de los siguientes determinantes:

B, O W
b w0
WN N

1 2 3 2 3 5

a) 2 2 5 b) 3 1-2 c)
-4 3 1 -4 2 6
1 2 3

a) | 2 2 5/=1.2-1+2-5-(-4)+3:2-3-3:2(-4)-2-2-1-1-5-3=
-4 3 1/=2-40+18+24-4-15=-15
2 3 5

b) | 3 1 -2|{=12+24+30+20+8-54=40
-4 2 6
3 -3 2

c | O 4 2|=36+6+8-30=20
-1 5 3

3. Resuelve las ecuaciones:

|
[N
Il
o

c)

RrNBR
x WR
w %

x 2 0 0 2 x
a) |10 1 1|=0 b) 0 x 0|=0
2 x 4 1 3 2
x -2 0
a) |0 1 1|=0=4x-4-x*=0=x>-4x+4=0= x =2 (doble).
2 x 4
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0 2 x
b) |0 x 0|=0=-x*=0= x=0 (doble).

1 3 2

1 1 -1

2 3 X|[=0=>9+x-2x+3-x*-6=0=
911 x 3

=X -x+6=0=x"+x-6=0=>x=-3 y x=2.

b 2 3
4. ¢Qué relacion ha de existir entreay b paraquesecumpla: (1 0 1|=0?
a-1 0
b 2 3
1 0 1|=0=2a-3+b=2a+b=3
a-1 0
1 0 O
5.Dadalamatriz A=| 1 a O |[,calcula el valor de a para que el valor del determinante de A?
1 1 1
sea 4.
1 00 1 0 O 1 0O O
A=l1 a 0|1 a 0|=la+1 & o0
1 1 1 1 1 1 3 a+1 1
e

Si ‘A2| =4 ,entonces a° =4y a=+2

6. Dadas las matrices:

1 2 1 0 1 1
A= B= M:
3 5ot gl 3

calcula los valores de a y b para que |MA| =3y |M + B| =3.

MA=11-12= 3 7
a b 2 5 a+2b 2a+5b

M+B=[1 1]{1 o]z( 2 1 j
a b 1 1 a+l1 b+1
IMA| = 6a +15b-7a—14b=-a+b
M+B|=20+2-a-1=-a+2b+1
Por tanto,
Si |MA| =3, entonces a-b=-3
Si |M+B|=3, entonces —a+2b=2}
El sistema tiene por soluciéon: a=-4y b =-1.
2
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2. Propiedades de los determinantes

7.Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 tales que |A| =5y |B| =-2. Calcula:

a) |AB| b) |34 o) |aBY  d) |B e) |(2A)B] f |24

a) |AB|=|A|[B|=5-(-2)=-10
b) [34|=3%-|4|=27-5=135
A es una matriz de orden 3.

o) |aB|=|a|8|=|a| |B|=5(-2=-10

\

5] =[5|
9 [B1=[e| lo|-Io = (8]) = -2 = -8
o) [o8] = 5|2 4| 5| 52150
f) ‘—2At‘ = (-2)° -|At‘ =(-2)° A/ =-8-5=-40

x 1 0 2x 1 O x+1 1 O
8.Sily 2 1|=3,hallaelvalorde: |2y 2 1|y|y+3 2 1|.
z 3 2 2z 3 2 z+5 3 2
2x 1 0 x 1 0
2y 2 0|=2|y 2 0|=2-3=6
2z 3 2 z 3 2
Propiedad 8
x+110] |[x 1 O] |1 1 O
y+321|=jy 2 1(+/3 2 1|=3+0=3
z+532|||z 3 2/ |9 3 2T
Propiedad 8 F =2F -F
adg a 2d+a 3g a+b b 2c
9.S5i|b e h|=3,halla:a)|b 2e+b 3h|yb)|d+e e 2f|.
c f i ¢ 2f+c 3i g+h h 2i

a 2d+a 3g| |a 2d 3g| |a a 3g

a) |b 2e+b 3h|=|b 2e¢ 3h|+|b b 3h|=2-3-3+0=18
c 2f+c SiTc 2f  3i c ¢ 3i

Propiedad 12 Propiedad 8 y propiedad 3 (c1 = ¢3)

3
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a+b b 2c| |a b 2c| |[b b 2c a b c

b) |d+e e 2f|=|d e 2f|+|le e 2f|=2/d e f|+0=2-3=6
g+h h 2if%*lg h 2| |[h h 2i g h i
Propiedad 5

Propiedad 12 Propiedad 8 y Propiedad 3 (c1 = ¢,)

a a+b a-c
10.Sia=-2, calculaelvalorde: |2a 3a+2b 4a-2c|.
3a 6a+3b 10a-3c

a a+b a-c a a a-c a b a-c
2a 3a+2b 4a-2c |=|2a 3a 4d4a-2c|+|2a 2b 4da-2c |=
3a 6a+3b 10a—3cT 3a 6a 10a-3c| |3a 3b 10a—3cT

Propiedad 12 Propiedad 12
a a a a a -c¢ a b a a b -c
=|2a 3a 4a|+|2a 3a —26|+|2a 2b 4da|+|2a 2b —-2c|=
3a 6a 10a 3a 6a -3¢ 3a 3b 10a 3a 3b -3¢

11 1 111 11 1 11 1
=a%2 3 4|-a%|2 3 2|-a8%|2 2 4|-abc|2 2 2|=

3 6 10 36 3 3 310 333T
—(-2)°1-0+0-0=-8

Propiedades 3y 9

3. Desarrollo de un determinante por sus
adjuntos

11. Calcula la matriz adjunta de estas matrices:

5 1 2 -1 3 2 3 -1
a) M=[3 ‘5] b) N=|O0 4 -3 o P={2 0 2
2 1 5 0o -1 2
2 -1
¢ =(3 5) 11=5' A12__3' A21__(_1)=1

Por tanto,

Ad| (M>=[i’ ‘23J

4
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) 4= A=
2

2 {”

=— =—(-5+3)=2, = =10-6=4
dy=—| | = 5e9=2 42|
—1 2 5
dy==| =0 Ay=| =3-12=-9
D - 4 -
A32=—2 =—(-6)=6; A33=2 ~ =8
0 — 0
Luego,
17 -6 -8
AdjiN)=| 2 4 0
-9 -4 8
2 31 0 2 2 2
« P=|2 0 2| A, _12=, 12_02__4
0O 1 2
2 0 3 -1
A= 0 1 =-2, A21=—_1 o= (6-1)=-5
2 -1 2 3
= =4' = — =2
Aoz 0o 2 Aos 0 -1
3 -1 2 -1
= =+ =- =—(4+2)=-6
o D ‘2 2|=-@+2
2 3
= =—6
A2 Y
Por tanto,
2 -4 -2
AdjP)=| -5 4 2
6 -6 -6
12. Evalta estos determinantes desarrollando por adjuntos:
2 1 -2 0 2 1 g i (1) g
a) | 0 12 0| b 1 3 2|¢ 4'534
-1 3 4 0-1 5 3 0 0 1

a) Desarrollaremos por la segunda fila que tiene dos ceros. Asi:

2 1 -2

01 o0|=1.4,=| 2 ~2/=8-2=6
1 4

13 4

5
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b) Desarrollaremos por la primera columna que tiene dos ceros. Asi:

0o 21
13 2=1-A21=—‘ 2 1’:-(10+1)=—11
0 -1 5 15

¢) Tanto la tercera columna como la cuarta fila tienen el mismo nimero de ceros. Elegimos, por
ejemplo, la cuarta fila para desarrollar el determinante. Asi:

6 213 2 1 3o 21
2 -10 3=3-A41+1-A44=3~(—1)-—1 0 3/+/2 -1 0|=
4 5 3 4

5 3 4/ |4 5 3
3 00 1

=-3(15-9-18+4)+(10+4-12)=24+2=26

4. Calculo de determinantes de orden n

13. Halla, «haciendo ceros», el valor de los determinantes:

2-1 0 3 a b-1 c d-1
01 45 a+1 b c-1 d
0-1 b)
0

a) 3
6 0 a-1 b c+1 d

3
0

a) Podemos anular el elemento a,; y, posteriormente, desarrollar por la segunda columna. Asi:

2 4
= =(-)-4,=-D(D-3 -1 3=9%4
L o b o dFEDAe=ene
0 6
0 1 4 5 2] 0 4
30 -1 3] 0 -1 3
0 0 6 0 0 6 1
F/=F +F,
a b-1 c d-1 a b-1 c d-1
b) at+t1 b c¢-1 d|_|1 1 -1 1 |_
a b+l ¢ d-1 o 2 0O O
a-1 b c+1 d T—l 1 1 1 T
F'=F _F Desarrollamos por la 32 fila
F=F-F
F=F-F
a c d-1
=2-A,=2-(-1 1 -1 1 |=4(a+c)
-1 1 1

6
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5. Rango de una matriz

15. Halla el rango de las siguientes matrices:

2 1 O i 1 -1 2
A=1 1 1 B=| 2 -1 2 1

0 -1 3 -1 5 1 4
C= D=

3 -1 3 i1 0 3 3

0 5 -3 2 1 3 5

Como A es una matriz cuadrada calcularemos su determinante:

\A|=6+2—3=5¢0=>rg(A)=3

1 1 -1 2
B=| 2 -1 -2 1
-1 5 1 4

B es una matriz de orden 3 x4 y su rango sera menor o igual que 3.
Comenzamos con un menor de orden uno, por ejemplo,

by, =1. Asi, [1|#0 y rg(B) = 1.
Incorporando el elemento b1 ampliamos a un menor de orden dos no nulo. Por ejemplo:
1 1
=-1-2=-3#0yrg(B)=2
5 _1 yrg

De forma andloga, ampliamos a un menor de orden tres no nulo (si existe) que contenga al menor
de orden dos anterior.

1 1 -1 1 12
2 -1 —2[=0, | 2 -1 1|=0
-1 5 1 -1 5 4

Como los dos posibles menores de orden tres son nulos, entonces rg(B8) = 2.

1 3 -1
12 1 1
3 -1 3
0 5 -3

C es una matriz de orden 4x3 y su rango serd menor o igual que 3.

Consideremos, por ejemplo, un elemento no nulo como Ci1 = 1. A continuacién, incorporando a
dicho elemento, ampliamos a un menor de orden dos no nulo. Por ejemplo:

1 3|_ _
5 1|7 1-6=-5#0y, portanto, rg(C)=2.

Ahora, ampliamos a un menor de orden tres no nulo (si existe) que contenga al menor de ordena
dos utilizado anteriormente. Asi:

1 3 -1 13 -1
2 1 1/=0,|2 1 1/=0
3 -1 3 0 5 -3

Como los dos posibles menores de orden tres son nulos, entonces rg(C) =2 .

8
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¢ La matriz D es cuadrada de orden 4y, por tanto, calcularemos su determinante “haciendo ceros”.

2 -1 4 2 1 0 3 3 1 0 3 3
‘D|=—1 2 -4 0l__ |1 2 -4 0[_{[0 2 -1 3|_
1 0 3 3 2 -1 4 2(4/10 -1 -2 -4
2 -1 3 5T 2 -1 3 STO -1 -3 -1
Lol Fl=F+F,
Fl=F-2F,
F'=F -2F
2 _1 3 4 4 1
=-1|-1 -2 -4|=20
-1 -3 -1

Conclusion: R(D)=4

16. Estudia, segun los valores de g, el rango de:

1 0 4 2
M= 0 a 4 0
-1 3 a -2

Busquemos el mayor menor no nulo en el que no intervenga el pardmetro a.

Por ejemplo,
1 0l_3x0
-1 3
Incorporando este menor e orden dos calculemos los dos menores de orden tres. Asi:
1 0 4
0 a 4|=a’+4a-12
-1 3 a

a’+4a-12=0=a=2 y a=-6

1 0 2
0 a 0|=-2a+2a=0, VaeR
-1 3 -2

Por tanto,si a# 2 y a #—6, entonces rg(M) = 3.
Pero, sia =2 o0 a=-6, entonces rg(M) =2.

6. Matriz inversa

a-1 4

17. éPara qué valores de a no es invertible M = ?
2 a+1

La matriz M es invertible si |M| # 0. Es decir:
\M\=(a—1)(a+1)—8=a2—q¢o=>a¢i3

Por tanto, M no es invertiblesia=-3 0a=3.
9
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k 0 k
18. Halla los valores de k paralosque A= k k O | esinvertible.
2 K k

La matriz A es invertible si ‘A‘ #0.
\A\=k3+k“—2k2=k2(k2+k—2)=0=>k=o, k=-2yk=1
A esinvertiblesi k #-2,0,1.

19. Demuestra que, si una matriz A es ortogonal, entonces |A] =11.

Una matriz A es ortogonal si su inversa A coincide con su traspuesta A. Es decir:

A—l — At

Ahora bien, A‘1| =ﬁ y ‘A’| =‘A‘ .
Luego,

1

W=|A\ =>GAD2 =14 =11

. 2 -1 1 -2
20. Dadas las matrices A= yB= 3 a4l calcula:

a) La matriz inversa de A.

b) La matriz X que verifica AX = B.

a) A= 2 -1 )
3 -1
: -1 -3 N -1 1
adj(A) = ,  (adj(A)) = .
J(>[1 2](1()) [_3 2]
Por tanto,
A—1= —1 1
-3 2
b) AX=B=AYAX)=A'B=(ATAX=A"B=IX=A"B= X=A"B.
Luego,

(3 AR

21. Halla los valores de k para los cuales M=| k-1 1 1 | posee inversa. Calcula M para
k-2 -2 -1

A\=1¢0=>3A-1

k=0.

La matriz M posee inversa si |M| 0.
‘M| =-1+k(k-2)—4k-1)-2k—-2)+2+k(k—-1)=2k> -9k +9
10
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M|=0=2k*-ak+a=0=k=3y k=3/

Por tanto, M tiene inversasi k #3 y k # 3/2

Por otro lado, para k = 0 entonces:

1 0 2
M=| -1 1 1 |. Calculemos sus adjuntos:
-2 -2 -1
M, = 1 =l M, 1 =-3, ]\4132_1 =4
-2 - -2 - -2 -
M, 0 =—4, M,,=- | =3, M25=_1 =2
-2 - -2 - -2 -
M31

1 -3 4
La matriz adjunta es: Adj(M)=| -4 3 2
-2 -3 1
Por tanto,
1 -4 =2
M1=ﬁ~(adj(M))'=é 3 3 -3
4 2 1
2 0 O
22. Halla, si existe, la inversa de la matriz diagonal: D=| 0 -1 O
0O 0 4

‘D|=—8¢0=>EID‘1
A, =-4, A,=0, A,=0, A, =0 A, =8
A,=0, A, =0, A,=0 A, =-2

4 0 0 . -4 0 0
adip)=| 0 8 0| (adiD) = O 8 0

0 0 -2 00 -2
Por tanto,

1
4 oo /2 © 0

D‘l—§0—80= 0 -1 0

0O 0 2

=
o
=

23.Se consideralamatriz A=| 0 k+2 0
1 1 k+2

a) Determina el rango de A segun los diferentes valores de k.

b) Para k =1, calcula, si existe, la inversa de la matriz A.

11
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a) La matriz A es cuadrada de orden tres. Calculemos el valor de su determinante.
\A\ = k(k +2)2 — k(k +2) = k(k +2)(k + 1)
A‘=O=>k(k+2)(k+1)=0:>k=0, k=-2 k=-1
e Sik+#0, k#2y k=1, entoncesrg(A)=3.

b)

0 0 O
e Sik=0,A=| 0O 2 0 |y, porejemplo, 0 2¢O.
11 2 11

Luego, rg(A) = 2.

-2 0 -2
e Sik=-2,A=| 0 O 0 | v, por ejemplo, -2 0,0,
11 0 1
Luego, rg(A) = 2.
-1 0 -1
e Sik=-1, A=| 0 1 0 |y, por ejemplo, | 0l.o0.
11 -1 1
Luego, rg(A) = 2.
En resumen:
Si k # 0,—-2,—1, entonces rg(A) =3.
Sik=00k=-20k=-1, entonces rg(A) = 2.
Para k=1,
1 0 1
A= 0 3 0
1 1 3
‘A| =620y, portanto, IA™.
Calculemos los adjuntos de A.
_|3 0Of_ _|0 0]_ _|0 3|__
11_13_’ 12 3_’ 13_11_
0 1 1 1 1 0
= — =1, = =2y = — =—1
A21 1 3 22 1 3‘ A23 1 1
0 1 1 1 1 0
= =3, A =- =0, = =3
A31 ‘ 3 0 32 0 O 33 O 3‘
La matriz adjunta es:
Q9 0 -3
adj(A)=| 1 2 -1
-3 0 3
En consecuencia, la matriz inversa es:
q 1 -3
A-1=i(adj(A))t=% 0o 2 o0
A 3 -1 3

12
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Actividades

Introduccion a los determinantes
24. Calcula los determinantes de estas matrices:

A=[ 2 3)3:(2 1]0: 2 1 3|D=| 0 1 1
12 2 4 1 2 1 1

o A= 2 3|=2-2-(-1)-3=4+3=7
-1 2
. \B|=2 1_2.0_-1.4-0
4 2
010
. \c]_z 1 3/=01-41-3.2+0-2:4-0-1-2-3-4.-0-1-2-1=
2 4 1/=0+6+0-0-0-2=4
1 3 2
. \D|= 0 1 1/=(-1)-1(1)+31-2+2.0.1-2:1.2-1-1-(-1)—(-1)-3-0=
2 1 -11=1+6+0-4+1-0=4

2x-3 x

25. Resuelve las ecuaciones:
x-1 2

=og

ON X
A XN
R RO
I
o

e |2X73 X0 4x-6-Xx"+x=0>Xx*-5x+6=0=x=2 yx=3
x-1 2
x 2 0
++/ +
e |2 x 1=0=>x2—4x—4=0=>x=4_ 32:4_46:212&
0 4 1 2 2

1 1 1
26. Dadas las matrices A =[ : : ] yB=| 0 O 1 |, resuelve las siguientes ecuaciones: a)
1 1 0

|A-xl|=0yb)|B-xi|=0.

14| 1 0|_[1-x 4
2 3 0 1 2 3-x

=x>-4x-5=0=>x=-1, x=5

a) \A—x/|= =(1-x)(3-x)-8=

13
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1 0 O 1-x 1 1
-x|0 1 0f=] 0 —x 1|=x*1-x)+1+x-(1-x)=
0 0 1 1 1 —x

b) \B—x/\:

1 1 1
0 0 1
1 1 0

=X+ x2+2x=0=2x(x*-x-2)=0=>x=-1, x=0, x=2

9e* e
27.Sealamatriz A= a |
e* e

a) Halla el determinante de A.

b) Encuentra el valor de x para el cual |A| =0.

9e* e*
ex eBx

2x

a) ‘A‘= =de* - e¥ —e*.e* =% -¢

b) |A|=0=de™ - &> =e™ (™ -1)=0

Como e* #0, Vx . Entonces:
Ge* -1=0=e* =%=>2x=In(%J=>2x=In1—|nq=>2x=—ln‘4=>2x=—ln32 =

=2x=-2In3=x=-In3

28. Halla todas las matrices cuadradas M de orden 2 que verifican|M + /| =|M| +|l] .

Entonces

o mri=] @ byt Ogojarlt b @iy dr)-be=ad+dtati-be
c d (O c d+1

o ml+l]=] @ Ol+| L Ol=ad-bct1
¢c d) o 1

Si \M+/\=]M]+]/\=>ad+d+a+1—bc=ad—bc+1=>d+a=0=>d=—a

Por tanto, las matrices que verifican la condicidn del enunciado son de la forma:

M=(a bJ, a,b,ceR
c -a

29. Encuentra una matriz X de orden 2 tal que X2 =1y |X|=1.

Sea X=[a b}
c d
x2=|a blla b|_|a+bc ab+bd
c d)lc d ac+cd bc+d?
a’+bc=1 b

ba+d) =0 = s+ g
c(a+d)=0<> c
bc+d?=1 a+d

e SixX’=i>

O O OO

14
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. Si \X|=1=>ad—bc=1

Entonces:
e Sib=0yc=0,entoncesa=-1yd=-loa=1yd=1.

Luego, X = -1 0 o X= 10\,
0 -1 0 1

e Sib=0yc#0,entoncesa=-1yd=-loa=1yd=1.

Luego,X=(_1 2]0X=[1 01 ¢czo0.

c c 1
e Sic=0yb#0,entoncesa=-1yd=-loa=1yd=1.

Luego, X = -1 blox= , b=0.
0o -1 1 b
1

0

XZ[_g —bij' X:(g bl]’ XZ[_i —01)' Xz[i E

b,ceR
Propiedades de los determinantes
30. Determina los valores de a que anulan este determinante:
3a+1 6a+2 3a+1

a 2a+1 a
a 2a a+1

3a+1 6a+2 3a+ 3a+1 0

a 2a+1 a |=| a 1 =3a+1
a  2a  a+l /T 01
02—201
C3_Cl

Si 3a+1=0=>a=—%

31. Utiliza las propiedades para calcular estos determinantes:

a+b ¢ c 1 1 1
a) | a b+c a b) |1 a+1 1
b -b c+a 1 1 »b+1
a+b c c
a) a b+c a |=

b -b c+aT

F=F+F
1 2 3
(Propiedad 10)

15
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(Propiedad 11)

a b c
32.Si|d e f|=2,calcula:
g h i
acb g h i g 2h i —2a —6b —2¢
a) |d f e b) |d e f c) |d 2e f d | g 3h i
g i h abec a 2b c d 3e f
a c¢c b a b c
a) |d f el=—|d e f|=-2
g i hT g h i
Cz<—>C3
g h a b ¢
b) |d e flg—|d e f|=-2
a b CT g h i
F o f,
g 2h i a 2b ¢ a b c
c) |d 2 fls—|d 2e f|=-2/d e f|=-2-2=-4

F & F, ¢ =-2¢
-2a -6b —2¢ a b c a b c
d) g 3h i|=-6lg h i|=6ld e f|=6-2=12
d 3e fT d e fT g h i
F'=-2F F & F

33. Si Ay B son dos matrices de orden 3 tales que |A| =2y |B| =6, encuentra el valor de:

a) |AB|  b) 28] <) |3AB] d) |A'B

a) \AB\=|A|.|B\=2.6=12
b) \23\:23-|B\=8-6=48
16
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c) \3AB\ =33 -\A|-]B] =27.2.6=324

d) \AfB| =\AfHB\ =|A| 8| =2-6=12

. . . A
34. Una matriz cuadrada es idempotente si A% = A. ¢{Qué valores puede tomar | | ? Encuentra una
matriz de orden 2 que sea idempotente.

A= A-A=|A2 =4l
Si A es idempotente, entonces A=A y
2
| =1a]-1al=lal = (A =l
Luego,
A[=0olA|=1.

Sea A= ( a Z ] una matriz idempotente de orden 2.
c

Entonces, A> = A . Por tanto,

a’+bc=a
2 =
p_|a bl|a bl_[a+bc ab+bd |_[ab|_bl@a+d)=b~_ . _ 4
c d c d ac+cd bec+d? cd cla+dy=c —¥

bc+d*=d

Si hacemos a = 2, entonces d = -1.

Luego, bc =-2

Y, por ejemplo, b=1yc=-2.

Por ejemplo, una matriz idempotente de orden 2 es:

(2 1]

1 1 1
35. Demuestraque: | @a b ¢ |=(b—a)c—a)c-Db).
a> b*> ¢?
1 1 1 1 0 0
a b c¢|=|a b-a c-a |=1 b-a c-a|_
b2 _a% o _ g2
a* b ¢

Desarrollando por la 12 fila.

=(b-a)c®’-a*)—-(c-a)b*-a*)=(b-a)c+a)c—a)-(c—a)b+a)b—a)=
= (b—a)(c—a)[(c+ a)— (b+a)] =(b-a)c—a)c—b).

17

@ © McGraw-Hill Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. II 2.° Bachillerato - Solucionario



Calculo de determinantes

a a

11 13
36. Demuestra que el desarrollo por adjuntos del determinante | a,, a,, a,,| por la primera fila

a31 832 a33

es el mismo que por la primera columna, y que ambos coinciden con el resultado de la regla de
Sarrus.

¢ Desarrollando por la primera fila resulta:

a,, a a, a 621 822
=4, A11 +a,- A12 +a,- A13 =4, a -4, a a +a,- P =4, (azzaas - azaasz) -
32 933 31 Y33 31 932

—a, (621333 - a2saal) ta;, (821332 - a22a31) =8,,8,,8,, = 8,,8,,8,, — 8,,8,8,, T 8,,8,,8;,

18,38,,8;, —8,38,,85,

¢ Desarrollando por la primera columna queda:

=ay A, +aydy, +ay 4y =ay,- —dy +ay, - =a11(a22a33 —a23a31)—
2 Gy A A app A
s, s a3, Ay Ay Gy
—dy (a12a33 - a13a33) +a; (a12a23 - a13a22) =) Aply; — ) Ap3ds; — Ay 053+ AyA,305, +
+03,01,0y; — 03101,0y; — 03101305,
Efectivamente ambos resultados coinciden con la regla de Sarrus.

X X X X
. . . X Yy yy
37. Aplicando las propiedades, halla el valor del determinante: Xy z z
Xy z w
XXX x| |[x x X X X X X X
XxXyyyl |[o y—-x y-x y—-x| |0 y-x y-x y-x
Xyzz|al0O y-x z-x z-x|a|l0 0 z-y z-y|a
xyzwIO y-x z-x w-z[||0O O zZ-y w-y
FI=F-F, F=F-F, F=F
F=F-F F=F-F
,.-4' =F -F (Propiedad 11)
(Propiedad 11)
(); X X X y—-x yYy-x y-x
-X Yy-x y-x Z-y z—
-9 UO !;_ ‘»zi_ x| 0 z-y z-y|=xy-x*"Y 5:=x(y—x>(z—y)(w—z)
y y 0 0 w-z W=
0O O 0 w—2Zz
Desarrollando 12 columna Idem Idem
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38. Encuentra el valor de los siguientes determinantes mediante reduccidn por filas hasta obtener
la forma escalonada:

305 4 1 3 o4 24
) |2 2 4 b) 2 1 0 ) 2123
a) |- c
11 1 o 2 1 1 -3 0 3
3 3 0 3
3 0 5 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1
@) |-2 2 Ajz--2 2 4/Z-10 4 6/=-710 4 6|=--104=-26
111T305 0—32T0026
F & F, F/=F +2F F/=4F +3F,
F/=F -3F
4 1 14 1 4 1 1
b) 2 1 =—0 1 -33=—0 1-3=+—-20=10
0o 2 - 0o 2 - 0|10 5
F/=2F-F  F/=F—2F
-1 4 2 1] |-1 4 2 1 -1 4 2 1 -1 4 2 1
g |2 -1 -2 3|07 25_/0124_/|01 2 4_
1 -3 0 3 0 1 2 4 0O 7 2 5 0O 0 -12 -23
3 3 0 3 015 6 6 015 6 6 0O 0 -24 —54T
F/=F +2F F,oF F'=F _7F F =3F,
Fefish Fl=F,-1F,
F/=F,+3F,
-1 4 2 1
_| 01 2 4_g
0O 0 12 -23
00 0 -8
2 5 31
1 0 6 2
39. Demuestra que este determinante es muiltiplo de 3:
4 2 -3 1
0O 5 9 qg

2 5 3 -1 2 51 -1
1 0 6 2_3/1 0 2 2
4 2 -3 1 4 2 -1 1
0 5 19 q 0O 5 3 q

Propiedad 8 (columna 32)
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40. Calcula los siguientes determinantes desarrollando por la fila o columna que parezca mas
conveniente:

1 3 5 2 1 -4 a 0 b
a) | 6 2 0 b)|-1 0 1 c) la b O

-1 3 0 3 2 1 0O a b

2 -1 5 1 1 0 2 -3

3 0 1 4 3 0 1 5
D2 04 1] 9 Jo=23 1

3 0 -2 1 1 0 2 3

-1 3 5
a) | 6 2 o|=56 2‘ 5(18 +2) = 100

13 0 ‘\‘1 3

Desarrollando por la 32 columna.
2 _

b) 1 0 =(=1)(-1) ZI‘:(1+8)—(4—3)=8
3

o +1(—1)-2
32 '\ 5

Desarrollando por la 22 fila.

a 0
¢) la b O|l=a- b Ol pla b =ab®+ba’ = ab(a+b)
0 a b a b 0 a
Desarrollando por la 12 fila.
2 -1 5 1 3 1 a4
915 0 =2 -1 150
3 0 -2 1 \ 3 =2 1 \Propiedad 10(G=Cu+Ca)
Desarrollando por la 22 columna.
1 0 2 -3 1 2 -3
e) |3 01 5_ o3 1 5 2(3+10-18+3—-10—-18) = —60
0-2 3 1
1 2
1 2

o
w

N

41. Calcula el valor de estos determinantes reduciendo por filas a su forma escalonada:

Desarrollando por la 22 columna.

2 00O a b 0 o0 2 1 0 O

0 0 30 1 -3 0 O
a) b) c d 0 O ¢

0O 0 0 4 0O 0 a -b 0O 0 2 1

0-1 00 0 0 ¢c d 0O 0 5 1

20
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2 0O 0 O 2 0
a) 0 0 3 0/__|0 -1
0 0O 0 4 0 0
0O -1 O OT 0 (0]
FoF,
b) =l
a b 0 ala b 0
cd 0 0 ad-bc O
0 0 a- TO 0 a
0 0 ¢ 0 0 c
aF, - CF,
= (ad —bc)(ad + bc)
2 1 0 0 2
¢) 1 -3 O 10 -
0 o 2 2|10
0 0 5 0

O=
-1

1T
2F -

Rango de una matriz

F
1

42. Calcula el rango de la matriz:

w o oo

0 2 0O 0 O
0|_|0 -1 0 O
4 0 0 3 0
OT 0 0O 0 4
F, e F,
_1
ala b 0 0
ad-bc ¢ d
0 a -b
0 0 ad+b
aF, - CF,
0 0 2 1 0
0 0 =£. 0O -7 O
2 -1/a4 |0 0o 2
5 :LT 0 0O O
2F, - 5F,
0o -1 1
-2 1 7
-1 3 2
-1 1 2

=2.(-1)-3.4=-24

Como la matriz es cuadrada calculemos el valor de su determinante, por ejemplo, reduciendo a la

forma escalonada por filas.

1 0 -1 1] |1
‘A‘: 2 -2 1 7|_|0
-1 -1 3 2|a|0
o -1 1 2TO
F/=F, ~2F,

Fj=F +F

Luego, el rango de A no es 4.
Por ejemplo,

0

-2

-1
3
2
1

1
5:
3
d

F &
2

1 o -1
2 2 11=—6+2+2+1=-120.
-1 -1 3

Por tanto, rg(A) =3

F
3

1
0
0
0]

0
-1
-2
-1

P WN R

-1 1

-1 -1

-1 -1
Propiedad 3
(F,=F)
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43. Halla el rango de la matriz M segun los distintos valores del parametro a.

5 -4 a+4 -3
M= 2 a 0 2
-1 1 0 3

La matriz M no es cuadrada.
|5\=5¢0=>rg(M)21

5 -4
=5-4=1%0=rgM)=2
D 9

Calculemos, pues, el valor de los dos determinantes de orden 3 que llevan incorporados al menor de
orden 2 hallado y distinto de cero. Asi:

5 -4 a+
2 a 0|=(a+4)- 5 a‘J=(a+4)(a—2);seanulaparaa=—4 a=2
—1 1 0
1 -
5 4 -
2 a =15a+8+6—-3a+10+24=12a+48;seanula paraa=—-4
-1 -1

rgM) =3, Va#-4
Por tanto,
rg(M)=2,sia=-4

44. Calcula, segun los valores de g, el rango de la matriz:

i 0 4 2
A= 0 a 4 0
-1 3 a -2

La matriz A no es cuadrada
\1|=1¢0=>rg(A)21

1 O
=3z2z0=rg(A)=2
1 a3 g(A)

Ahora, calculemos los dos determinantes de orden 3 que tienen incorporado al menor de orden 2
hallado anteriormente. Asi:

1 0 4
0 a 4|=a*+4a-12
-1 3 a
1 0 2
0 a 0|=-2a+2a=0
-1 3 -2

a’+4a-12=0=a=-6ya=2.
Por tanto,

e Siaz-6y a#2,entoncesrg(A)=3
e Sia=-60a=2,entonces rg(A) = 2.

22

@ © McGraw-Hill Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. II 2.° Bachillerato - Solucionario



1
1
- Al, donde / es la matriz unidad de orden 2.

45. Dada la matriz A= ( i

) , determina, segun los valores de A, el rango de la matriz AA!

11 11
Luego,

rean_ar=[3 3|,[1 o|_[3-2 3
3 3 0 1 3 3-2

Como T es cuadrada calcularemos el valor de su determinante. Asi:

r[=|3-* 3 |=@-a7-a=2"-62
3 3-2
A24+61=0=21(1-6)=0=1=0, 1=6
Luego,

e SiAz0y A=x6=rg(T)=2.
e SiA=00 A1=6=rg(T)=1, porque existe un menor de orden 1 no nulo.

46. Calcula el rango de la matriz P segun los distintos valores de a y b.

1 a 0
P=|a a’+2 2b
0 2b 262 +1
1 a 0
\P]: aa’+2 2b |=(a2+2)2b%+1)-4b>—-a*(2b*+1)=
0 26 2v>+1

=2a’b* +a’+4b>+2-4b*-23°b* -a* =2 = 0.
Por tanto,
rgP)=3, VabeR

Matriz inversa

47. Estudia sin calcularla, si existe, la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices:

1 3 1
5 2 2 1 111
A= B=|g 3|C=|0 1 1|D= 2 1 1
10 4
0 0 1 1 2 o0

Comprobaremos si cada una de las matrices tiene determinante distinto de cero, lo que garantizara la
existencia de la matriz inversa.

23

% © McGraw-Hill Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. II 2.° Bachillerato - Solucionario



= ° 2‘=2O+20=40¢0:EIA‘1
-10 4
B =|2 1‘=6¢0=>EIB‘1
0 3
11 1
\c|=o 1 1|=120=3Cc™*
00 1
13 1
\D\: 2 1 1|/=-3+4+1-2=0=13D"
1 2 0

48. Halla la matriz A que verifica .

ronto| 12
(I+24)" = 4 5

Sea M =1/+2A, entonces M1=[_1 2].

4 5
Como [M*| = -5 -8 = ~13, entonces |v| = ‘M1_1| - 1_;

Ahora bien,

M = ﬁ (adiM) = [ ‘1 g ] = ~13(adi(M)) = [adj(M)‘ - 1—;( ‘i g D = adj(M) = %[ ‘; g
Luego,

1 4 2 -5
A11=§' A12=E’ A21=E y Azzzﬁ

Por tanto,
wol _1 o
1345 =2 13| 5 -2 13|-5 2
-4 -1 -4 -1 4 1

M=I+24= A=t -n=a=1-L _ _-! _
2 2 135 2 1o a3 91y Y
13 /13

4 -1) (o1 26 |5,
13 /13

49. Encuentra dos matrices A y B de orden 2 que verifiquen: |A+ B| =|A|+|B| .

En general,

A+B|¢\A|+|B\.

No obstante, si es posible encontrar dos matrices que verifiquen la igualdad. Por ejemplo:

<58

\A\:O, \B|=o
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a-a=(2 9+ 2 9)-(2 ¢

\A+B]=o

Luego, A+ B|=|A|+|B].

50. Calcula, si existen, las inversas de las siguientes matrices diagonales y extrae conclusiones:

1 0 0 0 0 O
A=((1) g) B=|o 3 0| c=|0 3 o
0 0 -2 0 0 -1

. \A|=2¢0=>3A-1

A =2

11

am—| 2 O o _|2 O
adJ(A)—[ S 1} (adJ(A))—( 5 1]
4L g =1 2 O
A _\A\(adJ(A))_z[o 1]

. \B|=—6¢0=>HB-1

A, =6 A,=0, A,=0 ) 0O 0
A, =-0, A, =-2, A, =0padjd)=| 0 -2 O
A, =6 A,=0 A, =3 0 0 3
-6 0 0 1 -6 0O 0
adj(A=| 0 -2 0 |; A_1=—g 0 -2 0
0 0 3 0 0 3

. \c|=o:>ac-1.

1 2
51. Sean | icesM=| 0 -1 |yn=| + ' 2
. Sean las matrices M = t —2 yN-= 1 0 -1

a) Calcula MN y comprueba que la matriz resultante no es invertible.

b) Halla los valores de t para los cuales NM es invertible.

1 2 1 ¢t 0
a) MN=|0 -1 -(‘1 t 2]: 4 o 1
t 2 |\VTO0 1) 0 40 ¢ 2t-2

‘MN| =t(-t+2)-t?+t(2t-2)=0
Por tanto, A(MN)™.

1 2
b =] Tt 2] i |of-t+2t 2-t
10 -1)|, o 1-t 0
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INM| = ~(2-1)(1 - 1).
NM|=0=-(2-t)1-1)=0=t=1yt=2.

En consecuencia, NM es invertible cuando t 21 y t # 2.

k-1 2 -2
52. Dada la matriz A= 0 k-2 1

1 0 1

a) Encuentra los valores de k para los que la matriz A es invertible.

b) Halla, si existe, la matriz inversa de A para k= 2.

a) ‘A|=(k—1)(k—2)+2+2(k—2)k2—k
\A\=0=>k2—k=k(k—1)=0=>k=o, k=1

La matriz A es invertible cuando kK #0 y k# 1.
b) Parak =2, si existe la matriz inversa:

1 2 -2
A=|0 0 1, |A|=2
1.0 1
0 1 0 1 00
M=o 1‘=0' 12_‘1 1|7 T o‘z
2 -2 1 -2 1 2
= =—2, A =3, = =
O e A ol E P
2 -2 1 -2 1 2
A31_0 1‘= ' 32=‘0 1‘=_1’ 33_‘0 0‘=
0 -2 2
At==(adjA) ==|1 3 -1
A o 2 o

53. Calcula la matriz X que verifica AXA = B, donde:

A= B:

B NN
o roO
o RrRR
w NoOo
onNvw
N Ow

AXA=BAAXA=A'B=IXA=A"B= XA=A"'B= X(AAY) = (A'B)A" =

=X =(A'B)AT = X=(A"B)A™*
En primer lugar calcularemos la matriz inversa AL,
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\A\ =-1#0=3A"

1 1 2 1 2 1
u=lo 1|70 A”:_‘i ol "~ 13_‘1 0
0 1 2 1 2 0
= — =O’ = 1, =0
21 ‘0 0 A22 1 O A23 ‘1 O‘
0 1 2 1 2 0
= =—1, = — =0, = =
ol o1 & 2 1 s 2 1
o 1 -1 t 0 0 -1
ad(A)=| 0 -1 0| (adj(d))=| 1 -1 0O
-1 0 2 -1 0 2
| 00 1
A-1=7-(adj(A))’= -11 0
g 10 -2
00 1Y(0 33 3.0 2
A'B=|-1 1 0f-[2 2 0|=] 2 -1-3
10-2)\3 02 (-6 3-1
Luego,
3 0 2 00 1 2 0 -1
X= 2 -1 -3||-1 1 O0|={-2 -1 8
-6 3 -1 10 -2 -4 3 -4
1 o a
54.Dadalamatriz A=| -2 a+1 2
-3 a-1 a

a) Determina el rango de la matriz A en funcion del parametro a.

b) Calcula el determinante de la matriz 24,

a) Como la matriz A es cuadrada calculamos su determinante. Asi:
|A|=(a+1)a—2a(a-1)+3a(a+1)-2(a-1)=2a" +4a+2.

\A\=o:>2a2+4a+2=0=>a2+2a+1=0=>a=—1.

Por tanto,
Si azl=rg(A)=3
10 ‘:—2:&0
si@=-1 porejemplo, ! > yrg(A) = 2.
b) \2A-1|=23.|A-1\=8i= L A
A 2a°+4a+2 (a+1)

a#-1
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55. Sea A una matriz cuadrada de orden 2 tal que 2A? = A. ¢Se puede asegurar que A es invertible?

éQué valores puede tomar |A| ?

Si A es una matriz cuadrada de orden 2, entonces
| = 27| | = afaf
Luego,
A =|A| = ala" =|a| = 4la] -|a|=0 = 4| (4la]-1)=0=
‘A‘ =00 4|A|—1= 0, es decir, |A| = %
Por tanto, los posible valores de ‘A‘ son0o % .
Si ‘A‘ —0, entonces AA™.
Si |A| = %, entonces JA™.

En consecuencia, no se puede asegurar que la matriz A sea invertible.

56. Dadas las matrices A= 3 1 yB= 0 2 , se pide:
1 1 -1 2

a) Calcular (AB)y (B")™.

b) Resolver la ecuacion B'X + A'B = A',

SRR

|4B|=-4+5=1%0=3(4B)"

adj(AB) = 4 1) (adj(4B)) = 4 g
8 -1 1 -1

Luego,
(Bt)—l — i 2 1 .
2l 20
b) Date cuenta de que A= A", Asi:

BX+AB=A4A=BX=A4A-AB=(B')'BX=(B)"'(4-A4B)= IX(B') ' (A- AB)=
= X=(B')'(4-4B)
4 -7
2 —

A—AB= - _
3 -1 8
11) (-1 4
x=1 : _L
2l 2 1[4 -7 2/10 -17
202 -3 |8 14

X
57. Se considera la matriz M = ( 2

Por tanto,

_1 ,
y?+1 , donde x e y son nimeros reales.

a) Comprueba que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valores de x e y.
b) Parax=1ey=-1, calcula la matriz inversa M.
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a) ‘M‘=x2+y2+1>o, vx,yeR

Por tanto, siempre existe M.
b) Parax=1ey=-1.

\M|=3

adj<M>=[i ‘i] (adj(M))‘=[_; ﬂ

Luego,

1 3
58. Sean las matrices A =( i _i _r;'_ J yB=| m O |,si meR. Encuentra los valores de
0o 2

m para los cuales AB es invertible.

En primer lugar calculamos AB.

1 3
AB=l1 2 m|l, ol=|1+2m 3+2m
1 -1 -1 0 2 1-m 1

|AB|=1-2m - (3+2m)(1—m)=2m’ + 3m-2
2 —_ = = — :1
2m +3m-2=0 = m=-2y m /2

Por tanto, la matriz AB es invertible si |AB‘ #0,esdecir,sim#-2y m# %

k k-1 8
59. Halla los valores de k para los cuales A=| k 3 k es invertible.
0 1 1-k

La matriz A es invertible si, y solo si,

Al#0.
\A\:k(k2—6k+12)
‘A‘=O=>k(k2—6k+12)=0:>k=0

En consecuencia, la matriz A es invertible si k #0 .

k k+4
60. Sean las matrices:tA=(-1 0 1),B=(3 0 1),C=(4 -2 0)y M=( I J

1
a) Calcula los valores de k para que la inversa de M sea ZM

b) Halla la matriz X que verifica: B'AX + C' = X.

a) \M\:k—k—4=—4¢o, VkeR.
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Portanto, IM™, VkeR.

aoljum{_k_j1 ‘kl}(adj<m>)t=[_i "‘k“‘]

S

-1 k

M|

1
Si se tiene que cumplir que M™* = ZM. Entonces:

_1[1 —k—4)=1(k k+4j=>k=_1

4l -1k 4l1 1
3 -3 0 3
b) B'A=|0 (-101): 0 0 0
1 40 1
3 0 3 4
0 0 0| X+|-2|=x
10 1 o

a
La matriz A tiene que tener de dimensién 3x1.Sea X = [b , entonces,

c
3 0 3](a 4 a -3a+3c 4 a -3a+3c+4
0O O O | |b|+|2|=|b|= 0 +|-2|=|b|= -2
-1 0 1]|¢c 0] |c —a+c o] |c —a+c
-3a+3c+4=a
2=b :a=0,b=—2,c=—%
-a+c=c
Luego,
0
X=| -2
-%
3
. e ty—1 _3 _1
61. Encuentra la matriz A que verifica: (5A°)" = 5 2 |-
Sea M =5A", entonces M = -3 -1
5 2
1 1
M| =-6+5=-1=|M|= =1
M|
_ 1 RN _ RN 3 1 . 3-5
M™ = —(adjM)) =M™ =—(adjM)) = = adjM) =
\’V’\( (M) (adim)) [_5 _2] (M) (1_2J
Asi,
M11=3’ M12=_5’ M21=1' M22__2
Luego,
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Por tanto,

5

[—2 —1]=5At=>At=_
3

62. Halla la matriz X que verifica A'X = BC, donde:

c=(112
1

A'X=BC = (A)*AX=(A)'BC = IX=(A)"BC = X =(A")"*BC
Calculemos, pues, la matriz inversa de A"

A11 =
Ay =
Luego,

(0]

Como BC=| 1 -(1 1 2)=
-1

1

X=|-1

-1

1

63. Dadalamatriz M=| x

-6

a) Calcula para qué valor o valores de x M admite inversa.

b) En caso de existir, calcula la inversa de M para x = -3.

a) \M|=6—x2—1=—x2+5

M =O=>—x2+5=0=>x=i\/g
mi

Por tanto, la matriz M tiene inversa si x # i\/g .
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b) Parax=-3, M=| -3 0 -1 |y[M|=-9+5=-4.

-6 -1 O
Luego si tiene inversa.
0o -1 -3 -1 -3 0
Ay = 1 0 =-1 A,= ‘—6 0’26' 13 7 ‘—6 1 =
1 -3 1 -3 1 1
=— =3, A = =18, = =
A21 _1 O‘ 22 _6 0 ‘ A23 ‘ _6 _ 1
1 -3 1 -3 1 1
= — = , = 10, = =
A31 ‘ O _1 A32 ‘ _3 _1 33 ‘ _3 0
-1 6 3 . -1 3 -1
adjM)=| 3 -18 -5 |, (aqj(M)) =| 6 -18 10
-1 10 3 3 -5 3
Por tanto,
1 1 -3 1
M™ = 2 -6 18 -10
-3 5 -3

64. Encuentra, si existe, la matriz X que verifique ABX - 2C = CXsi A, By C son las matrices:

1 9 1 1 0
3 1 1
0

2 -1 1
1 1 1

ABX—-2C=CX = ABX-CX=2C=(AB-C)X=2C

Si hacemos T = (AB - C), entonces:
X=2C=>(T'T)X=T"2C=X=2T"C=>X=2T"C

En primer lugar entendemos T = (AB-C).

1 2 1 10 7 -1 3 1 1 o) (6 -2 3
T=21~[311J——1 2 1]=[8 1 3|-|-1 2 1|=|a -1 2
0 1/\2 -11 1 -1 1 2 -1 1 1 -1 1 1 0 0
|T\—4+3=—1¢0=>3T-1

0 0 1
Th=| -2 3 -15 |.Luego,
4 2 -12
0 0 1 1 10 2 2 2
X=2| 2 3 -15|| -1 2 1|=|-40 38 -24
4 2 -12 1 -1 1] | -30 30 -—20
32
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a)
b)
c)

a)

b)

c)

1 0 -1
65.Sea A=| 0 «x 3 |, donde x es un numero real. Halla:
4 1 —x

Los valores de x para los que la matriz A posee inversa.
La inversa de A para x = 2.

Con x =5, el valor de b € R para que la matriz bA tenga determinante igual a 1.

A|=-x*+4x-3
‘A|=O=>—x2+4x—3=0=>x=1gx=3

La matriz A poseeinversasi x#1y x# 3

10 -1
Parax=2, A=| 0 2 3 |yA=1.
4 1 -2
La matriz inversa es:
-7 -1 2
At=|12 2-3
8 -1 2
10 -1
Six=5, entonces A=| O 5 3
4 1 -5
10 -1
bA|=b%-|4|=b> |0 5  3|=b%(-8)=-8b°
-5

si ‘bA‘=1=>—8b3=1=>b3=—é:b=_%

66. Dada la matriz A= 4 1 :
0o 3

a)

b)

a)

b)

Halla los valores de A que verifican la ecuacion |A - 7»I| =0.

Sea Pz[_l 0

11 ] . Comprueba que ‘P'iAP‘ es igual al producto de los valores de A obtenidos

en el apartado a).

HHE

Sea P= ( i 2)' ], entonces ‘P‘ =10y, por tanto, existe P L.

4-A 1
=(4-1)83-1)=0=>1=3yi1=4.
5 3_1‘( (3-4)=0=1=3y
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o i
S F [ B R

lpiap| =’ 3 0
0 4

=12,

Efectivamente, P‘lAP\ -12-3.4

0,28 0,96

67. Dada la matriz Q =
0,96 -0,28

], prueba que su inversa es ella misma.

0|=-120=30"

. -0,28 -0,96 R -0,28 -0,96
ad = ’ ’ , ladji(A)) = ! ’
JQ) [ -0,96 0,28 ] ( 4 )) [ -0,96 0,28 ]

Luego,

0= 0,28 0,96
0,96 0,28

Por tanto, Q =Q*

68. Analiza si las siguientes matrices son ortogonales:

(1 o a/v2 —a/42
A_[O 1) B_[1/J§ 1/&1

Una matriz es ortogonal si su inversa coincide con su traspuesta.

A CH R
Luego, A" = A™ y A es ortogonal.
o e VB | B YR | e YB|
Ve Vel Ve Ye) Ve Ve

Como B' = B™, entonces B es ortogonal.

2 0 O
69.Dada A=| 0 O 1 | ylamatrizidentidad/de orden 3:
0O 1 O

a) Halla el rango de las matrices A- I, A2- 1y A® -1,

b) Si existe, calcula la matriz inversa de A°®.

34
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1
0
2 00 2 00 4 0 O
e« =0 0 1 0 0 1|=/0 1 O
0 1 0 0 1 0 0 0 1
4 0 O 100 3 00
A-1={0 1 0|-|0 1 O|=|0 O O
0 0 1 0 0 1 0 0 O

3| =3=#0.Portanto, rg(A>-/)=1

‘Az - I’ =0, no hay ningiin menor de orden 2 no nulo y,

2 0 O 1 0 O 8 0 O
e A*=A-A={0 0 11||0 1 0|=/0 0 1
0O 1 0 0O 0 1 0O 1 0
7 0 0
A-1=|0 -1 1] |@-1|=7-7=0y|’ 0‘:—7;:0
o 1 - 0 -
Por tanto, rg(A® — /)= 2.
8 0 O 8 0 O 64 0 O
b) A°=A*A°=|0 0 1 0O 0 1|=]0 1 O
0O 1 0 0O 1 0 0O 0 1
\Aﬁ\ =64%0=JA)*
La matriz inversa de A°® es:
1 1 0 0
(A")’1=a 0 64 0
0O O 64
0O 0 -1
70. Dadalamatriz A=| -1 O 0
0 -1 0

a) éQué relacién existe entre su inversa A™ y su traspuesta A'?

b) Estudia, segun los valores A, el rango de la matriz A - A/, siendo / la matriz unidad de orden 3.

a) ‘A‘=—1¢0=>EIA_1

0 -1 0] 0 -1 0
At=| 0 0O -1| y A= 0 0o -1
-1 0 0] -1 0 0

Como A™ = A", se trata de una matriz ortogonal.

35
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0 0 -1 1 0 O -1
b) A-Al=| -1 0 O -0 1 © —1 —/l 0
0 -1 0 0 1 o -1 -1

A=Al =-2>-1; |A- 1/\—0=> A*-1=0=1=-1
Por tanto,
Si A #-1, entonces rg(A—-Al)=3

Si A=-1, por ejemplo,

1 0
=120y rg(A-Al)=2
1 1‘ y rg( )

Miscelanea

71. Si Ay B son dos matrices de orden 3 tales que |A| =1y |B| =5, encuentra el valor de:

a) |AB|  b) [54 o) |A' d |8 e |BY 1 |BAB

a) |AB|=|A||B|=1-5=5
b) [5A|=5|A|=125-1=125

=|at -|B\=|A\~\B|=1.5=5
B 1
9 B 1|=@=g

e |B|= QB\)A _5' =625

1
g Al Bl=1

el

) loag|=lg"| 4] |-

72.Sealamatriz A=

a) Calcula el valor de su determinante en funcion de a.

b) Halla, si existe, su inversa paraa = 1.

2a a a a 2a a a a 2a a a a
a)‘A‘=a2aaa=303aaa=iO3aaa=
aaZaaT80a3aaT72008a2a
a a a 2a 0O a a 3a 0O O 2a 8a
F'=2F -F
F/=2F —F
F'=2F -F
F/=3F -F
F'=3F -F

36
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2a a a a
__110 3@ a a |_g;
2880 0O 8a 2a
T 0O O O 30a
F/=4F, - F,

-1

1
1
1
2

b) Paraa =1, tenemos que |A‘ =50 y, portanto, 3A

A=

B R
B RN R
BN R R

La matriz inversa es:

0o -1 -2
73. Se considera la matriz A=| O 2 (0]
1 1 3

a) Halla, si existe, la inversa de A.
b) Encuentra los valores de m tales que (A - ml) tiene inversa.

c) Calcula el rango de (A - 2/).

a) H=4¢0:>EIA‘1.

A,=6 A,=0, A,=-2, A =1 A,=2 A =-1
A, =4 A,=0 A,=0

Luego,
6 0 -2 e 14

adiA=|1 2 -1|y(ad(4)=| 0 2 0
4 0 O 2 -1 0

Por tanto,

L1 6 1 4
2 -1 0
-m -1 -2

b) \A—m/|= 0 2-m 0 |=-m2-m)3-m)+22-m)=—-(m-2>m-1).

1 1 3-m

Luego, H(A—ml)" <|d—ml|£0<—~(m-2(m-1)=0m=1y m=2.

-2 -1 -2
c) A-2/=| O 0 O |=rgA-21)=2
1 1 1
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0 a-2 1
74.Sealamatriz A=| a—-1 a -1
a 0 2

a) Calcula, segun los valores de g, el rango de A.
b) Paraa =0, halla, si existe, la inversa de A.

¢) Paraa =0, encuentra la matriz X que verifica AXA™ - A =2l

a) \A\=—a(a—2)—a2—2(a—1)(a—2)=—4a2+8a—4
\A\=o=>—4a2+8a—4=0=>a2—2a+1=0=>a=1

Si a#1, entonces rg(A)=3

Sia=1,
o -1 1
A=lo 1 -1|,|7F Y0
1 o 2102
Luego, rg(A) =2
0 -2 1
b) Paraa=0, A=| -1 0 -1 y‘A‘=—4¢O
0O O 2

Luego, si existe AL,
A11=0’ A12=2’ A13 =0, A21=4' A22=0' A23=O
A, =2 A,=-1, A, =-2.

0 2 0 o -4 -2
adjA)=|4 0 O|yAt==|-2 0 1
2 -1 -2 o o0 2

) AXA —A=21= AXA =A+2] = (ATAXA = A A+2) = XA = AN (A+2)) =
S XA = AN A+2) = XA A) = AN A+2DA = XI = AL (A+20)A= X = A A+ 2)A =
S X=(AA+2A A= X =(1+2A A= X = A+ 24 A= A+ 2]

Por tanto,
o -2 1 2 0 0 2 -2 1
X=| -1 0O -1(+]0 2 0|=] -1 2 -1
0 (0] 2 O 0 2 0 0 4

75. Encuentra, si existe, una matriz M de orden 2 que cumpla las siguientes condiciones:

a) Coincide con su traspuesta.

b) Verifica la ecuacion matricial PMQ = 3P, donde P = [ i i ] yQ =( 2 _i J

¢) Su determinante vale 9.

a b
c

) M=Mi=|3 D|_|d Clop_¢
c d) \b d

Sea M = [ ] la matriz buscada.
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b) PMQ=3P=| 1 1|[a b|f1 -1)_[3 3| [ a+tb -a+d|_
-1 -1)\b d)\0 1 -3 -3 -a-b a-d
a+b=3
_| 3 3 :>—a+d=3 - b=3-a
-3 -3 -a-b=-3 |d=3+a
a-d=-3

c) ‘M‘=CI=>‘ a 3-a

=3a+a’-(3-a)’=93-9=9=a=2

3-a 3+a

Por tanto, la matriz M que verifica estas tres condiciones:
m=2 1
1 5

EBAU

1 a+1 2
76.Si A=| a 1 1
1 -1 a

a) Calcula el determinante de A.
b) éPara qué valor de a tiene inversa la matriz A?

¢) SiA esla matriz de un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incégnitas, resuélvelo en
elcasoenelquea=0.

La Rioja

1 a+1 2
a) JAl=|a 1 1|=-a%a+1)
1 -1 a

b) la matriz A tiene inversa si, y solo si, A‘ #0.

—-a’(a+1)#0 = a#0ya=z#-1

¢) Elcontenido de este apartado es de la Unidad 3. No obstante lo resolveremos aqui.
Para a =0, el sistema homogéneo es:

X+y+2z=0
yiy+z=0 = z=-y Yy sustituyendo en la primera ecuacidn resulta:
X— y = 0 X = y

x+y-2y=0
El sistema no tiene solo la solucién trivial. Por ejemplo, haciendo y = 4, entonces z=-4 y x=1

Luego,

xy,z)=(4,A,-4), 2eR

Es una expresion de las infinitas soluciones del sistema.
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77.Sean Ay B las siguientes matrices:

3y e

a) Halla la matriz inversa de A-B.

b) Obtén la matriz X tal que X(A — B) = 2A - 3B.

o A_Bz{s —1]_[1 —2J=[2 1J
0 2 1 1 11
[A-B|=120=3(A-B)"

Calculemos los adjuntos y la matriz adjunta.
A11 =1, A12 =-1 A21 =-1 A22 =2

1 -1
adj(A—B)=£_1 2]

Luego, (A—B)™* = ﬁ (adi(A-B)) = [ _11 _21 ]

b) X(A-B)=2A-3B= (X (A-B))(A-B)" =(2A-3B)(A-B)* =
- x[(A —B)-(A- B)-l] = (2A-3B)A-B)' = Xl = (2A— 3B)(A-B) " =

= X=(2A-3B)-(A-B)*
Calculamos, previamente, 2A— 3B . Asi:

osoed 3 Sl T VHA SME

Por tanto,
X 3 4 1 -1 (-1 5
31 -1 2 2 -1
e A 1 1 2 01
78. Dadas las matrices A= 2 0-1]Y B=|-1 : .
X

a) Determina para qué valor del pardametro x no existe (AB)_1 .

b) Halla la matriz inversa de ABpara x=1.

11 2 ° 1 2x-1 3
a) AB= -1 ol=| 7
2 0 -1 -x 1
x 1

Existe (AB)™ si,y solosi, (AB)# 0. Asi:

Pais Vasco

Extremadura
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2x-1 3
X =Bx—1
1

48| =
-X

‘AB|¢O=>5X—1¢O:>X¢%.

- _ 1
Por tanto, existe la matriz inversa (AB)™ SI x # 5

1 3
b) Para x=1,-AB= y|aB|=4.
1 1

Los adjuntos y la matriz adjunta son:
A11 =1, A12 =1, A21 =-3 A22 =1

1 1
adj(AB) = [ s 1] .

(AB)* = i-(adj(AB))t - 3[ -3 ]

Luego,

79. Sea la expresién matricial B —AX =B enla que Ay B son:

1 0 1 1 -1 O
A=|0 -1 0| B=| 2 3 -2
1 2 2 -3 1 -1

a) Despeja la matriz X de la ecuacién.
b) Halla la matriz X.

Navarra

a) BB—-AX=B=AX=B'-B= A AX)= A (B'-B)= (A*AX = A*B' - B) =
X=AB'-B)= X=A"B'-B).

1 2 -3 1 -1 0 0 3 -3
b) BB-B=| -1 3 1|-| 2 3 -2|={-3 0 3
0 -2 -1| |3 1 24 0 -3 0

Calculemos ahora la matriz inversa de A.

1 0 1
=0 -1 0|=-120=34".
1 2 2
Veamos cudles son los adjuntos.
-1 0 0 0 0 -1
11 2 2 12 1 2 13 1 2
0 1 1 1 1 0
A=, A=-1 5 A=l
0 1 1 1 1 0
A31 _1 O 32 0 0 33 O _1

La matriz adjunta es:
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-2 0 1

adj(A)=| 2 1 -2
1 0 -1
Luego, la matriz inversa de A es:
2 -2 -1
At = i(adj(A))t =l 0 -1 O
A 1 2 1
Por tanto,
2 -2 -1 0O 3 -3 3 9 -12
X=AYB"-B)=| 0 -1 0 -3 0 3|=| 3 0 -3
-1 2 1 3 -3 O -3 0 q
2 -1 5 7 4 1
80.Sean A={3 1 -2|(yB=|1 -1 4|,sepide:
5 1 3 8 4 6
a) Calcular A™.
b) Halla una matriz X de orden 3 que verifica AX =B .
a) Lamatriz A™ existe si, y solo si, A| #0.
2 -1 5
A=|3 1 -2|=1920.=3A"
5 1 3
Calculemos los adjuntos de la matriz A.
_ 3 -2
A, = 1 2=5 A,=~- =-19
1 3 5 3
-1 5 2 5
=— =8 A = =-19
A21 1 3 22 5 3
-1 5 2 5
A, = 1o =-3 A32=—3 _5 =149
Luego, la matriz adjunta es:
5 -19 -2
adjA)=| 8 -19 -7
-3 19 5
Por tanto,
5 8 -3
At = 1(adj(A))‘ -1l 49 —19 19
A 19
-2 7 5

b) AX=B= A‘l(AX )= A'B= (A‘lA)X =A'B=IX=A'B=X=A"B
Luego,

1 3 -4
-1

-1 0 3

Comunidad Valenciana
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5 8 -3 7 4 1 1 01
X=%—1Q—1q1q 1 -1 4|={0 1 1
-2 -7 5 8 4 6 1 1 0
81. Dadas las matrices:
A(_s_s 1) 220(10_1JD 2_i_c2>
Lo 4 2| a1 277
4 -6 1 3
a) Calcula (AB)z.
b) Encuentra, si existe, una matriz X tal que 2A+ 3X = 4C.
¢) Calcula, si existe, la matriz inversa de D.
Aragon
2
1 0 2
a)(AB)2=_8_31-23=3_5=3_5~3_5=
0 4 2 1 4 10 20 10 20 10 20
| -41 -115
-170 350
b) 2A+3X=4C=>3X=4C—2A=>X=%(4C—2A)
Luego,
X=£410—1_2_8_31=310 3 -3
3 -1 1 2 0 4 2 3l 2 -2 2
¢) Existe D™ si,ysolosi, D‘;tO.
2 -1 -2
p|=| 2 1 0|=-4#0=3D"
-6 3
Calculemos, pues, los adjuntos de la matriz D.
1 O 2 0 2 1
1= =3 o T T == 13 =8
1 3 -6 3 -6 1
-1 -2 2 -2 2 -1
A21 1 3 22 -6 3 23 6 1
-1 -2 2 -2 2 -1
A31 1 0= A32=_2 O=_4 33 2 1=4
La matriz adjunta es:
3 -6 8
adjiD)=| 1 -6 4
2 -4 4
Por tanto, la matriz inversa D™ es:
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3 -1 -2
D= i(adj(D))t e 6 4
D] H g —4 s

1-2 0
82.Se consideralamatriz A=| -2 2 -1|.
0o 1 1

a) Razona si la matriz A es simétrica.
b) Calcula A™.

c) Resuelve la ecuacién 2XA— A> -3/, =0.

Andalucia
a) Una matriz A es simétrica si coincide con su respuesta A’ . Es decir, si A= A".
1 -2 0
Al=| -2 2 1
0o -1 1
Como A# A", entonces A no es simétrica.
1 -2 0
b) Al=|2 2 -1|=-120=34"
0 1 1
Calculemos sus adjuntos y la matriz adjunta.
— -2 -1 _
1 1 0 1 0 1
-2 0 1 0 1 -2
21 1 1 A22 0 1 23 O 1
-2 0 1 O 1 -2
A, = =2 A =-— =1 A = =-2
31 2 _1 32 2 -1 33 2 2
3 2 -2
adjd)=1 2 1 -1
2 1 -2
Luego,
-3 -2 -2
_1 1 . t
At=—. (adj(A)) =2 -1 -1
A 2 1 2

) 2XA—A*—3I,=0=2XA= A%+ 3/, = (2XAA ™ = (A2 + 31,)A = 2X(AA ") = (A* + BI)A™ =
2XI = (A2 +31,)A" = X = %(A2 +3I,)A™

En primer lugar, calculamos A® y 3.
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1 -2 0{1—20 5 6 2

A= 2 2 -1 -2 2 -1 |=| -6 7 -3
o 1 1 0 1 1 -2 3 0
1 00 3 00
3/,=3/0 1 0|={0 3 O
0 0 1 0O 0 3
5 -6 2 3 00 2 -6 2
A2—313= -6 7 -3(-|]0 3 0|=|-6 4 -3
-2 3 0 0 0 3 -3 2 -3
Luego,
2 -6 2| -3 -2 -2 10 4 6
X==-6 4 -3||2 -1 -1|==| 4 5 2
2 3 -3 2 1 2 -6 -2 -5
83. Sean A, By C tres matrices cuadradas de dimension 3. Sus determinantes son: |A| =3, B| =-2vy
|| =6 . calcula:
a) |AB7.
b) |D , siendo D la matriz resultado de multiplicar por 2 los elementos de la segunda columna de C.

¢) |B’E

, siendo E la matriz resultante de intercambiar la primera y segunda filas de A.

Cantabria

a) Teniendo en cuenta que ‘AB| =|A‘ -‘B , A| =|A" y ‘A’l| = ‘%, entonces:
_ _ 1 1 -3
|- |l = =2

b) Si se multiplica una columna por numero real, entonces el valor del determinante queda
multiplicado por dicho niumero real. Asi:

|D\=2|c\=2-6=12

2
¢) Porunlado, A2| = ‘A‘ .Y, por otro, si se intercambian entre si dos filas de una matriz el valor de su

determinante cambia de signo, Luego,

el {={o) )=z 9=z

3 2
84.Sean A=|1 7
4 5

a) Calcula el determinante de la matriz ACC'A™.

b) Halla la matriz M = AB. ¢Existe M™'?

Comunidad de Madrid
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3 2 2
4/=42+324+10-56-60-4=-36=0

8
\c\ 0 1 1|=2
1

Ct

=
Il
[N
~

a) ‘ACCtA‘1| =14/

o< o '\c|'\c|ﬁ=\cr=4

Recuerda que |Ct| =|C‘ y ‘A‘l = ‘_

3 2 2 2 1 16 11
b) M=AB=|1 7 4|5 3 37 26
4 5 2 0 1 3 21

La matriz M no es cuadrada y, por tanto, no existe M™.

das | ices A= 2 Llyp-[271
85. Dadas las matrices A= 0 2 yB= 0o 1/

a) Calcula el valor del parametro a para que se cumpla AB = BA.

b) Paraa =2, encuentra una matriz X tal que AXA = B.

Catalufia

a)ABzE,A:}a1.2—1=2—1'31:}2a—a+1=2;,;o:>
0 2 0 1 0 1 0o 2 0 2 02
2a=2a
=la=1
IRt e

b) Paraa=2,

A={2 1], \A\=4¢o
0 2

Por tanto, si existe A™.

Luego,

AXA=B = AN AXA)A T = A BA™" = (AT AX(AA ) = A BA = IXI = A'BA™* =
X=A"'BA"

Calculemos, pues, la matriz inversa A™ . Asi:

A,=2  A,=0, A, =-1  A=2

21

. 2 0

dj(A) =

adj(A) (_1 2]
Entonces,

S

Por tanto,
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86. Se considera la matriz siguiente: A =

a) Resuelve la ecuacion .

1 3
4 x+2 x?

-1 1

b) Six=0, étiene inversa la matriz A? ¢Por qué?

-5

-3

¢) Six =2, étiene inversa la matriz A? ¢Por qué? En caso afirmativo, resuelve la ecuacion AZ = |,
donde / es la matriz identidad de orden 3.

1 3 -5

a) ‘A‘= 4 x+2 x*|=-4x*-8x

-1 1 -3

‘A|=0=>—4x2—8x=—4x(x+2)=0=>x=0 y x=-2

b) Si x =0, entonces ‘A‘ =0 vy, por tanto, no existe A™.

c) Si x=2,entonces ‘A‘

-32 %0 y, por tanto, si existe A™.

AZ=1= A A=A = (AA)Z=A"=1Z=A"=Z2=A"
Calculemos, pues, la matriz inversa A™.

Los adjuntos son:

4
= =-16
11 _3
4 4
A =8
13 _1 1
1 -5
=-8
Ap="] L 3
3 -5
A =32
31 4 4
1 3
A =-8
33 4 4
La matriz adjunta es:
-16
adj(A) = 4
32
Por tanto,
1 t
Z=A"="—(adj@) =
A (adia)

4 4
A12=—_1 3 =8
3 -5
= - =4
A21 1 _3
1 3
A=l 1 1|74
1-5
A32=—4 4 =-24
8 8
-8 -4
-24 -8
4 -1 -8
—| -2 2 6
-2 1 2

Islas Baleares
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11 101
87. Sean las matrices: A= ,B= .

12 210

a) Calcula la matriz B'AB.

b) Halla la inversa de la matriz A -/, donde / es la matriz identidad de orden 2.

c) Despeja la matriz X de la ecuacién matricial AX — B = X, y calculala.
Galicia
1 2
a) B=|0 1
10
1 2 13 5 3
B‘AB=01~11~101= 5 2 1
b) Sea M=A-1
M=A-1=| 1 1los1z0-| 1 02|01
1 2 0 1 11
M|=|a-1|=-120=3M" =(A-1)"
Los adjuntos y la matriz adjunta de M son:
A,=1 A,=-1 A, =-1 A,=0
ady=| = 1
-1 0
Luego,
M-1=i.(adj(/\//))t= 11
M 10
c) AX—B=X:>AX—X=B:>(A—I)X=B:>(A—I)‘l((A—I)X)=(A—I)‘1B:>
:[(A—I)‘i(A—I)]X=(A—I)‘1B=>IX=(A—I)‘1B:>X= (A-N'B
Por tanto,
X=—11_101=11—1
1 0 2 10 10 1
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